1.1 le théoreme de décomposition des noyaux

Soit u € L(E) un endomorphisme de E. On définit par récurrence sur n € IN |’ endomorphisme u” par u’ = I dg et

. . p
ut=uou.SiP= Zak X* est un polyndme a coefficients dans K on définit I’ édément de L(E) noté P(u) par

k=0
p
P(u)= ) au*.
k=0

L’ ensemble K[X].u={P(u) / P € K[X]} muni de |’ addition, lamultiplication par un scalaire et la composition des
applications est alors une sous-algébre commutative de L(E).

Enfin I’ application qui a un polynéme P associe P(u) est un homomorphisme d’algebres. On a donc pour tous
polynémes P et Q, tout scalaire o et tous endomorphismesu et vdeE :

(P+Q)(U) =P(u) + Q(v); (aP)(u) =aP(u) et (PQ)(u) =P(u) o Q(u).
Théoréme de décomposition des noyaux : Soit u un endomorphisme de E et Py, ..., P4 des polyndmes premiers entre
eux deux adeux. Posons P = P; x... x Py. Alorson a:

Ker P(u) = Ker Py(u) @ ... ® Ker Py(u).
Démonstration :

Casqg=2: K[X] est un anneau principal (voir « anneaux ») et P; et P, sont premiers entre eux donc d’ aprés larelation
de Bezout il existe U et V dans K[X] tels que UP; + VP, = 1 d’ou UP;(u) + VP,(u) = Ide. Soit x € Ker P(u). Ona

X = UPy(u)(X) + VPo(u)(X) =y + zen posant y = UP1(u)(X) et z = VP,(u)(X). Mais d aprés les propriétés de |’ algebre
K[X].u: Py(u)(y) = UPP,(u)(X) = U(u)o P;P2(u)(X) =0 car x € Ker P(u) doncy € Ker P,(u); de méme on montre que
z € Ker Py(u) d' ou E = Ker Py(u) + Ker P,(u).

D’autre part si X € Ker Py(u) n Ker P,(u), larelation x = UP1(u)(X) + VP,(U)(X) = U(u)oP1(u)(X) + V(u)oP2(u)(X)
montre que x = 0 donc Ker P(u) = Ker P1(u) @ Ker Py(u).

On termine facilement par récurrence sur g en utilisant que si P, est premier avec P, ... , Py il est premier avec leur
produit.

Remarques:
les sous-espaces vectoriel s Ker P(u) sont stables par u (car si x € Ker Pi(u), ona

PU)(u(¥) = u(P(u)(x)) = u(0) = 0).
Si P(u) = 0 (endomorphisme nul de E) alorsE = Ker P,(u) @ ... ® Ker Py(u).
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Soit A une matrice non nulle de Ms(IR) telle que A% = - A. Montrer que A est semblable &| 0

T~
o

= O O
o ||
N


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Algebrelineaire/ex1.pdf

