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Anneaux et corps

1 Généralités et définitions
1.1 Définition

Un ensemble A muni de deux lois + et . (appel ées addition et multiplication) est un anneau ssi :

(i) (A, +) est un groupe commutatif;

(i) laloi . est associative et possede un € ément neutre noté 1, (ou 1 s'il N'y-a pas d’ ambiguité);
(i) . est distributive par rapport al’ addition.

Si depluslaloi . est commutative on dit que I’ anneau A est commutatif.

Le neutre pour |’ addition se note O, (ou 0 S'il n’y-a pas d ambiguité).

Exemples: (Z, +, x), (Q, +, x), (R, +, x), (C, +, x), (ZInZ, +, <), F(E, A) ensemble des applications de E dans un
anneau A muni de I’ addition et de la multiplication des applications, A[X] ensemble des polyndmes a coefficients dans
A sont des anneaux commutatifs.

L(E) ensemble des endomorphismes de I’ espace vectoriel E muni de I’ addition et de la composition et M,(A) ensemble
des matrices nxn a coefficients dans un anneau A sont des anneaux non commutatifs.

P(E) ensemble des parties d' un ensemble E muni de la différence symétrique A (AAB = AUB —AB) et de
I’intersection est un anneau commuitatif appelé anneau de Boole.

1.2 Régles de calculs

Dansun anneau A :

VXxeA:0x=x.0=0;

V (% Y) € AXA: X.(=y) = (-=X).y = —Xy;

V (X, y) € AxAetV n e IN : x.(ny) = (nx).y = n(x.y).

Formule du bindbme de Newton :

Si a et b sont deux éléments permutables (i.e : a.b = b.a) d’un anneau A on apout tout n € IN:

(a+b)"= > Cra“b™.
k=0
Démonstration : on calcule de deux facons[0 + 0].x. C'est égal d'une part a 0.x. En utilisant la distributivité de
I"addition sur lamultiplication ¢’ est aussi égal a0.x + 0.x. Donc 0.x=0.x + 0.x d'ou 0.x = 0.
En considérant [x + (—x)].y on montre de méme que X.(—y) = (—X).y = —X.y.

Laderniére relation se démontre d’ abord pour n € IN par récurrence puis dans le cas général en utilisant la deuxiéme
relation.

Formule du binéme de Newton : se démontre comme dansR ou C par récurrence sur n.
1.3 Sous-anneaux

Définition : Une partie B d’un anneau A contenant 1, et stable pour les deux lois d' un anneau A est un sous-anneau de
A ssi B muni des deux loisinduites de celle de A est un anneau.

Caractérisation pratique

Une partie B d' un anneau (A, +, x) est un sous-anneau de A ssi :
()1 e B;

(i) V(a,b) € BxB, x—y e B et xy € B.
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Remar gue : avec la définition que |’ on a adoptée d’ un anneau la premiére condition ne doit pas étre oubliée : par
exemple 27 n’est pas un sous-anneau de Z. car il ne contient pas 1.

Exemple: {a+ byv2/aetb e 7} est un sous-anneau de Q.

1.4 Anneaux integres

Définitions: un élément a d’ un anneau A est un diviseur de zéro ssi il est non nul et s'il existeb € A non nul tel que:
ab=0.

Un anneau A est integre ssi A = {0} et si An’apas de diviseur de zéro, autrement ditsi ona:
ab=0 = (a=00ub=0).
Exercice 1

Rechercher dans les exemples précédents les anneaux integres.

(En particulier ona: Z/nZ intégre < n= 0 ou n premier;
A[X] intégre < Alintégre)

1.5 Anneaux produits

Définition : si A; et A, sont deux anneaux, A;xA, muni des deux |ois-produits (« composantes par composantes ») est
un anneaul, appel € anneau-produit de A; et A,.

On peut généraliser a un nombre quel conque d’ anneaux.

Remar que : un anneau produit A;xA, n'est jamais intégre, méme si A; et A, le sont.

1.6 Morphismes d’anneaux

Définition : une application f d un anneau A dans un anneau B est un morphisme d’anneau ssi :
() f(1a) = 1s

(i) Y(x, ) € AxA:f(x+y) = f(x) + f(y)

(iii) V(X ¥) € AxA: f(x.y) = 1(X).f(y)

On démontre facilement les propriétés suivantes :

Propriétés: s f est un morphisme d anneau on a:
(i) f(0a) = 08
(ii) Si B est un sous-anneau de A, f(B) est un sous-anneau de A’;

(iii) Si B’ est un sous-anneau de A’, f1(B’) est un sous-anneau de A.
1.7 Corps
1.7.1 Définitions
" Définition : On appelle corps tout anneau non nul (i.e. = {0}) ol tout éément non nul admet un inverse.
Si laloi . est commutative on dit qui le corps est commutatif.

Remarques:
on démontre que tout corps fini est commutatif (théoreéme de Wedderburn).

Un corps est intégre et donc n’a pas de diviseur de zéro.

Montrer que tout anneau fini intégre est un corps.

(Pour a = 0 considérer | application x > a.x et montrer qu’ elle est injective).
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Exercice3

Montrer que Z/pZ. est un corps ssi p est premier.
1.7.2 Sous-cor ps

Définition : Si K est uncorpset si K' < K est stable pour les loisinduites, on dit que K’ est un sous-corpsdeK ssi K’
est un corps pour les loisinduites. On dit aussi que K est une extension de K'.

Exercice4

Montrer que{a + byv2/aetb e Q} est un corps.
Caractérisation pratique

K' c Kestest un sous-corpsdeK ssi :

()1leK;

(i) V(a,b) e K'xK',a—b etab € K’;

(i) vae K'{0}, a* e K.

(autrement dit K’ est un sous-anneau de K ou tout éément non nul aun inverse dansK’).
1.7.3 Corpsdesfractionsd’un anneau integre

Théoréme et définition : Soit A un anneau intégre et commutatif. Il existe un corps K unigue (a un isomorphisme
pres) vérifiant :

(i) K aun sous-anneau isomorphe a A;

(ii) K est minimal pour lacondition (i) i.e. : si L est un corps vérifiant (i) alors L admet un sous-corps isomorphe aK.
K est appelé corps des fractions de A et se note Fr(A).

Exemples: Q = Fr(Z); A(X) = Fr(A[X]) (corps des fractions rationnelles a coefficients dans A).

2. Idéaux d’'un anneau; anneaux quotients

2.1 Relations d’équivalences compatibles avec les lois d’un anneau; idéaux

Position du probléme : étant donné un anneau A on cherche les relations d’ équivalences ~ sur A telles que leslois +
et . de A « passent au quotient » i.e les relations d’ équivalences compatibles avec + et . (Voir expose « groupes »).
Dans ce cas A/ ~ muni deslois quotients est-il un anneau ?

On avu que lesrelations d' équivaences compatibles avec laloi + sont celles vérifiant : x~ y < Xx—y el oul estun
sous-groupe de (A, +) (tout sous-groupe de A étant distingué puisgue (A, +) est commutatif : voir chapitre « groupes »)
et dors (A/~, +) est auss un groupe commutatif.

Larelations d' équivalences ~ sera compatible avec laloi . ssi on a, pour tout a, x ety de A :
X~y = ax ~ay e xa~y.a
cest-adire:x—-yel = a(xy) el e (x-y)acel.
On voit immédiatement que cela équivaut a:
V(a,X) € Axl, axel & xacel.
D’ou ladéfinition suivante :
Définition : Une partie | d’un anneau A est appelé idéal a gauche (respectivement idéal a droite) ssi :
(i) I est un sous-groupe de (A, +);
(i) Vae A, vxel : ax el (respectivement x.a < ).
Si | est unidéal agauche et adroite alafoisde A on dit que c’'est un idéal bilatére de A.
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Remarques:
Si A est commutatif lesidéaux a gauche et a droite coincident;

{0} et A sont desidéaux de A (ditstriviaux);

Unidéal | de A n'est pas forcément un sous-anneau de A car il ne contient pas forcément 1. Plus précisément on a:
lel « I=A

Onadonc:

Théoréme: Lesrelations d’ équivalences ~ sur A compatibles avec les deux lois de A sont de laforme::
X~y < Xx=yel

ou | est unidéal bilatére de A.

Si | est unidéal bilatére de A on peut donc définir dans |’ ensemble quotient A/~ = A/l lesloisquotients + et x. On
peut maintenant répondre alaquestiondu 2.1 :

2.2 Anneaux quotients
"Théoréme: Soit A un idéal bilatére de A. Alors A/l muni deslois quotients + et X est un anneau.
Démonstration : immédiate.
Cet anneau (A/l, + , x) S appelle anneau quotient de A par I'idéal I.
Remargues:
Si A est commutatif, A/l aussi. Mais A peut étre intégre sans que A/l le soit (par exemple Z/nZ. : voir exercice 1).

Si | est unidéal agauche de A larelation d’ équivalence ~ est compatible & gauche avec multiplication de A et donc on

peut définir dans A/l une opération externe en posant pour tousa et xde A ax=ax. Si | est unidéal bilatére, A muni
desloisinternes + et x et de cette loi externe est un A-module.

Lesidéaux de Z sont delaformenZ (n € Z).
(Ainsi dans Z il y-aidentité entre sous-groupe et idéal : voir « groupes »).

Soit A un anneau non nul. Montrer que A est un corps ssi ses seuls idéaux a gauche sont lesidéaux triviaux {0} et A.
Méme question en remplacant « idéal a gauche » par « idéal a droite ».

Exercice7

Soit P € K[X] (anneau des polynémes & coefficients dans e corps K). Montrer que le polynéme P(X) — X divise
P(P(X)) — X (raisonner dans K [X]/(P(X) — X)).

Exercice 8

Soit f un morphisme d’ anneaux. Montrer que Ker f est unidéal de A. Si J est un idéal de B montrer que f*(J) est un
idéal de A.

Exercice9

Si | estunidéa deA, I'applications: A — A/l qui ax associe saclasse X (surjection canonique) est un morphisme
d’anneaux qui induit une bijection entre les idéaux de A contenant | et lesidéaux de A/l.

(Remarque: si | estunidéal de A, f(I) n’est pas en général un idéal de B : donner un contre-exemple).

L ) y . A—>»B
Avec la notation précédente on ala décomposition canonique def :

V)
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oll s est lasurjection canonique, i I'inclusion et f est un isomorphisme o anneaux.

Exercice 11

Montrer que{a+b+/2/aetb € Q} (voir exercice 4) est un anneaux isomorphe a Q[X]/(X?—2) ol ( X? —2) désigne
I'idéal {(X*-2) Q/ Q € Q[X]} (considérer ladécomposition canonique du morphisme d anneaux ¢ de Q[X] dans Q
qui &P associe P(+/2)).

Montrer de méme que C est isomorphe aIR[X]/(X* + 1).
2.3 Applications : caractéristique d’'un anneau

Soit A un anneau; |’ application ¢ de Z dans A qui an associe n.1 est un morphisme d’ anneaux. Son noyau Ker ¢ est
donc unidéal de Z (exercice 8) donc delaformep Z avec p € IN (exercice 5). En considérant |la décomposition
canonigue de ¢ (exercice 10) on obtient un isomorphisme de Z/pZ. sur ¢(Z.).

| Définition : I'entier naturel p ainsi défini s appelle caractéristique de I’anneau A et se note car(A).
Remarqgues:

Sip=0:aorsKer ¢ ={0} donc ¢ est injective et donc Z est isomorphe a ¢(Z) : A contient un sous-anneau
isomorphe aZ et en particulier A est infini;

Sip=0:adorsKer o =7ZIpZ isomorphe a o(Z); p est le plus petit entier >0tel quep.1=0et p € IN est caractérisé
par:vne IN:nl1=0 < nmultipledep.

" Proposition : Si I'anneau A est intégre sa caractéristique est soit 0 soit un nombre premier.
En particulier la caractéristique d’ un corps est donc 0 ou un nombre premier.

Démonstration : si la caractéristique de A n’ est pas nulle ¢(Z) est inclus dans A intégre, donc ¢(Z.) est lui-méme
integre et de plusil est isomorphe a Z/pZ.. Donc Z./pZ. est intégre donc p est premier (exercice 1).

Laréciprogque de la proposition est fausse (trouver des contre exemples).

Exemples: car(Z/nZ) = n; car(Q) = car(R) = 0.

Exercice 12

Etant donné un corps K on appelle sous-corps premier de K le plus petit sous-corps (au sensde l’inclusion) K’ de K.
Montrer que si car(K) =0, K’ est isomorphe a QQ et si car(K) = p, K’ est isomorphe a Z/pZ..

Exercice 13

Soit K un corps fini; montrer qu'il existe un nombre premier p et un entier n > 0 tel que Card K = p" (considérer K
comme un espace vectoriel sur son corps premier).

Réci proquement on démontre que pour tout nombre premier p et tout entier n > 0l existe un corpsaq = p" ééments,
unique & un isomorphisme pres, noté F.

Exercice 14

Soit K un corps commutatif de caractéristique p > 0. Montrer que |’ application de K dans K qui ax associe x” est un
morphisme de corps (appel € homomor phisme de Frébenius).

Si K est fini ¢’ est un automorphisme; si K = Z/pZ. ¢’ est I identité (utiliser le théoreme Fermat).

2.4 Idéal engendré par une partie

Définitions: Soit X une partie d un anneau A. On appelle idéal engendré par X I’intersection de tous lesidéaux de A
contenant X : ¢'est donc le plus petit idéal (au sens del’inclusion) de A contenant X.

On le note 1d(X).

© Christian Squarcini 2005


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex11.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex12.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex13.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex14.pdf

Anneaux et corps

Unidéal engendré par un seul élément est appeléidéal principal. Si cet élément est a on note Id(a) = (a) I'idéal
engendré par a. Si A est commutatif ona: (a) ={ax/x € A}.

Si (1) est une famille d’'idéaux de A, I’idéal engendré par UIk est constitué des sommes finies Zxk avec X¢ € ly; on
k k
le note Zlk et on I’ appelle somme des idéaux .
k

On appelle produit de deux idéaux | et JI'idéal engendré par les produitsx.y avecx € l ety € J: c'est I’ensemble des

sommesfinie Zxk Y., avec X € | ety € J. On généralise immediatement au produit un nombre fini d’idéaux.
k=1

2.5 ldéaux premiers
| Définition : unidéal | d'un anneau A est premier ssi |’anneau quotient A/l est intégre.
Exemples: dans Z, I'idéal (a) = aZ est premier ssi a =0 ou a est premier (exercice 1).

DansZ[X] I'idéal (X) ={XP(X)/ P € Z[X]} est premier car Z/(X) est isomorphe aZ qui est intégre (considérer le
morphisme d’anneaux de Z[X] dans Z qui aP € Z[X] associe P(0) et le passer au quotient).

La proposition suivante donne une caractérisation des idéaux premiers d’ un anneau :
Proposition : Les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) I est un idéal premier de A;

(i)l =AetV (a,b) e AxAona:abel = acl oubel.

Démonstration :

(i) = (ii) : soit | unidéal premier de A. A/l est différent de{ 0} donc|=A. Siab €l dors ab = 0 dans A/l soit @
ou b est nul car A/l est intégre donc a ou b appartient al.

(i) = (i) : commel = A, Al #{0}. D’autrepart: ab=0 < ab el = aoubappartiental < aoub estnul et
donc A/l est intégre.

Exercice 15

Soit f : A — B un homomorphisme d’ anneaux et J un idéal premier de B; montrer que si f*(J) est différent de A ¢’ est
un idéal premier de A.

A partir d'ici tous les anneaux considérés seront supposes commutatifs.

2.6 ldéaux maximaux

" Définition : unidéal | d'un anneau A est maximal ssi |’anneau quotient A/l est un corps.
On adonc I'implication : | idéal maximal = | idéal premier.
La proposition suivante donne une caractérisation des idéaux maximaux d’un anneau :
Proposition : Les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) I est un idéal maximal de A;

(i) 1 =Aets Jestunidéal de A distinct de Atel quel < J, alorsJ =1 (autrement dit | est maximal pour I'inclusion
parmi lesidéaux propres de A).

Démonstration :

(i) = (i) : soit | unidéal maximal de A; A/l est différent de{ 0} donc | = A. Soit Junidéal de A distinct de A tel que
| =J. Silestdistinct deJconsidéronsx € J—1.Ona X = 0 donc X estinversible (car A/l est un corps) : il existe

y € Atel que X.y=1 doncil existez € I tel quexy=1+zsoit1=xy—zdoul €J etonauraitJ=A
contrairement al” hypothése. Donc J = 1.
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(i) = (i) : S X appartenant aA/l -{ 0} onax ¢ |.L’idéal | + (X) engendré par | et x contient strictement | doncil
est égal & A par hypothéses. Par conséquent il existez € | ety € Atelsquel=z+xyd ol 1=X.y et X estinversible
dans A/l. Comme A/l est non nul car A # | ¢’est donc un corps et | est un idéal maximal de A.

Remar gue : on peut démontrer le théoréme de Krull : tout idéal propre de A est inclus dans un idéal maximal de A (la
démonstration utilise le lemme de Zorn qui équivaut al’ axiome de choix).

Exercice 16

Soit f : A — B un homomorphisme d’ anneaux et J un idéal maximal de B. Que peut-on dire en général del’idéal f *(J)
de A ? Et si on suppose de plusf surjective ?

(pour un contre-exemple considérer I'injection canonique de Z[X] dans IR[X] et J = (X)).

Exercice 17 : Théoreme Chinois généralisé |

1°/ Montrer que si | et J sont deux idéaux deAona:lJclnJ.

2°/ On dit que deux idéaux | et J sont étrangersssi | +J=A. Montrer quedanscecasona: 1J=1 N J (On noteraque
deux idéaux | et J sont étrangersssi il existea € |l etb € Jtelsquea+b=1).

Montrer que deux idéaux distincts dont I’ un est maximal sont étrangers.

3°/ Montrer que si nidéaux sont étrangers deux a deux on a un isomorphisme de A/l 1.l5...I, = Allinlon...nl, dans
Al xAllox.. . xAll, (théoréme chinois généralisé).

Exercice 18 : anneaux locaux

Un anneau A est local ssi il admet un seul idéal maximal.
Montrer qu’un anneau A est local ssi I’ ensemble de ses ééments non inversibles forment un idéal de A.
(Pour la condition nécessaire utiliser le théoréme de Krull).

3. Divisibilité dans les anneaux intégres; anneaux factoriels, principaux, euclidiens

3.1 Quelques définitions
3.1.1 Groupe des élémentsinversiblesd’un anneau

Soit A un anneau; on note A* |”ensemble des élémentsinversiblesde A : il est clair que ¢’ est un groupe pour la
multiplication.

Exemples: Si A estun corps, A* = A{0} et (A[X])* =A{0}; s Aestintégre (A[X])* = A* ; Z* ={-1; 1};
(ZInZ)* ={X/0 < x <ndetpgcd(x, n)=1}.
Remarquonsque:a € A* < (a)=A.
3.1.2 Divisibilité
Soient a et b éléments de A; on dit que a divise b (on note a/b) ssi il existec € Atel que: b =ac. C'est unereation de
préordre dans A (i.e réflexive et trangitive).
Ona:ab < (b)c(a).
Considérons dans A larelation d' équivalence Rdéfiniepar : aRb < a/bet b/a.

Celaéquivaut al’existence dek et k' de Atelsque: b = ak et a = bk’; on en déduit que b = bkk’, soit b.(kk —1) =0. Si
Aest intéggreonadonc kk =1 et par conséquent k et k' sont inversibles.

Onadonc, si Aestintégre: aRb < Ju € A*/a=hu.

On dit que les éléments a et b sont associés. Les éléments associés jouent le méme rdle pour ladivisibilité, ¢’ est-a-dire
gues aeta sontassociés, ainsiquebetbh ona:ab < a/b.

© Christian Squarcini 2005


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex16.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex17.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex18.pdf

Anneaux et corps
Dans la suite on supposera que A est un anneau integre.

Dans A/R larelation de divisibilité est un relation d’ ordre et I’ application a — (&) est un isomorphisme d’ ensembles
ordonnés de (A/R, /) (ensemble quotient muni de ladivisibilité) dans (J(A), o) (ensemble desidéaux principaux de A
muni de o).

3.1.3 Elémentsirréductibles; théoreme d’ Alembert-Gauss
Unéément p € Aestirréductible ssi :
(i)p ¢ A%,
(i)p=ab = acA*oub € A*.
(Autrement dit les seuls diviseurs de p sont les inversibles, p et les é éments associ&s).

Ladeuxiéme condition s écrit aussi en termes d’idéaux : si aest noninversibleona: (p) c (a) = (a) = (p),
autrement dit (p) est maximal parmi lesidéaux principaux de A, distinct de A. Si A n’est pas un corps on adonc :

pirréductible < (p) est maximal parmi lesidéaux principaux de A, distinct de A
Exemples: 0 n'est pasirréductible; un corps n’apas d' @ émentsirréductibles.
Dans Z. lesirréductibles sont les nombres premiers.
Dans C[X] ona : Pestirréductible < d°P =1 cequi est équivalent au théoréme suivant :

Théorémed Alembert-Gauss:

Tout polyndme non constant a coefficients complexes admet au moins une racine dans C.

Démonstration : Supposons que P n’ admette aucune racine dans C. Comme ZIL"l | P(z)| =+o0 il existeunréel R> 0 tel
que: |4 >R = [P(9)|>|P(O)].

L’ application z — |P(2)| étant continue et le disque D(0, R) de C étant compact car fermé borné (voir chapitre « Suites

de nombres réels et complexes ») elle est bornée et atteint ses bornes. Par suite il existe z, de ce disque tel que =
‘IZQfR P(z) =IP(z)l-

Pour tout z du disque on adonc |P(2)| > w. Si zest &I’ extérieur de ce disque on a|P(2)| > |P(0)| > w et ainsi
= Inf|P(z).

Par translation on peut supposer z, = 0. On auraP(2) = ag
+a,2+..tanZ avecl<p<ma,#0, an=0et|a =

Si ap = 0 aorsP(0) = 0 et |e théoréme est démontré. Supposons donc
= 0.

Quand z parcourt le cercle de centre O et de rayon p, a + ayz * parcourt
le cercle de centre a, et de rayon [ay|o P. Soit p> 0 tel que |aylp P < g 1
existe £=ag + a8 (|4 = p) appartenant au cercle de centre ay et de
rayon [ay|o " tel que [ao + a,3"| = [aol —|aplo® (voir figure). Sip=m
celas écrit |P(H)| = lao| —| aple® < |ao| = 1 ce qui contredit que  est le
minimum de |P(2)| sur C .

Si p < mlequotient (a,12"" + ... + anZ")/ a,2 tend vers 0 quand z tend

versOetil existea >0tel que: |z < a = |apuZ™" + ... + aZ" | < [a,2’| = |aplo " Si p est choisi tel que |o| < a et S
comme précédemment on a: [P(A)] < [ao + 8y5”] + [Bpsa/f” + .. + am™ | < faol ~3pl0” + faglo® = fac| = 1€t on
aboutit ala méme contradiction.

Corollaire: DansIR[X] : Pestirréductible < (d°P =1 o0ud°P = 2 dediscriminant < 0).
3.1.4 Eléments premiers entre eux
Deux éléments a et b sont premiers entre eux ssi :
vd e A: (daetdlb = d e A*).
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(Autrement dit a et b n’ ont pas de diviseurs communs non triviaux).

3.2 Anneaux factoriels

Définition : un anneau A est factoriel ssi :

(o) Aestintegre;

(i) va € A—{Q}, a s écrit upip....pr avec u € A* et py, pa, ... pr irréductibles (propriété que I’ on notera (E));
(il) La décomposition précédente est unique, aux inversibles prés et al’ ordre pres (propriété notée (U)).

Remarqgue: si on choisit dans I’ ensemble quotient des éléments irréductibles modulo larelation d’ équivalence R (voir
3.1) un systeme de représentants P (i.e et et un seul éléments dans chague classe) la définition précédente s écrit :

(0) A estintégre;

(i) va e A{0}, asécrita=u [ p”® avecu € A*, vy(a) € IN nuls sauf un nombre fini o’ entre eux ((E));
peP

(ii) La décomposition précédente est unique ((U)).
L’entier vy(a) ainsi défini s appelle valuation p-adique de a.

Montrer que dans un anneau factoriel pour tousa et b non nuls:
alb & Vp eP:vya) <vyb),et:
(@ =(b) & Vp eP:vya)=vyb).

Exemples: On verraplusloin que Z, K[X], K[Xy,..., Xy] (o0 K est uncorps), Z[i]={a+ib/acZeth € Z}
(anneau de Gauss) sont des anneaux factoriels.

A= Z[i\/g] ={a+ib Js5laeZebe 7} est integre et vérifie la condition (E) mais pas (U ) puisque :

9= 3x3=(2+ iJE)(z - i\/g) et 3,2+i+/5 et 2—i+/5 sont irréductibles (voir « exercices complémentaires »
).
On s'intéresse maintenant ala condition (U) :

Proposition : Soit A un anneau intégre oul la condition (E) est satisfaite. Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) A vérifie (U);
(i) Si pestirréductible: (p/ab = p/a ou p/b) (lemme d’ Euclide);
(iii) s pnonnul : pirréductible < 1'idéal (p) est premier;

(iv) a/bc et a premier avec b = alc (Théoréme de Gauss).

Démonstration :

(i) = (ii) : comme A vérifie (U) on dispose de lavaluation p-adique. Si p est irréductible et p/ab

alorsvy(p) < vp(ab) = vp(a) + vy(b) soit 1 < vy(a) + vp(b), d’oliv(a) > 1 ou vy(b) > 1. On en déduit p/a ou p/b;
(i) = (i) : supposons qu’'un éément a de A —{0} ait deux décompositions:

a=u] p” =v[] p” (oilesproduits sont finis et u et v appartiennent A A*).
peP peP
. . it ap, s . a, ﬂp ﬂpD*apD
Supposons que pour unpp € Ponait «, < B, . Ensimplifiant par p,” il vient uH p —VH P .p,

P#Po P#Po

po divise le deuxiéme membre donc il divise le premier. En appliquant le (ii) un nombre fini de fois on voit que po
divisel'un desp e P figurant au premier membre, donc p et g sont associés d’ ou p = pop ce qui N’ est pas;

© Christian Squarcini 2005


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex19.pdf

Anneaux et corps

(if) = (iii) : sans aucune hypothése montrons qu’ on atoujours, si p est non nul : (p) premier implique p irréductible.
En effet (p) # Adoncp ¢ A* etsi p=abdorsab e (p) donc a ou b appartient & (p) soit p divisea ou b et par suite p
est irréductible.

Supposons maintenant que |’ on ait (ii) et que p soit irréductible. Si ab < (p) alors p divise ab donc p divisea ou b par
hypothése soit a ou b appartient a (p). L’idéal (p) est donc premier;

(iii) = (ii) : soit p irréductible (donc non nul) tel que p/ab. Alorsab € (p). Par hypothése I’idéal (p) est premier donc
a ou b appartient & (p) soit p divisea ou p divise b;

(i) = (iv) : supposons que a divise bc et a premier avec b. On peut supposer a, b, ¢ non nuls. Soit p irréductible tel
que vy(a) = 0. Comme a divise bc on avy(a) < vp(b) + vy(c). Comme a est premier avec b on avy(b) = 0 donc vy(a) <
vy(C) et d'apres |’ exercice 19 a divise c;

(iv) = (ii) : soit pirréductible tel que p diviseab. Si p nedivise pasa, p est premier avec a donc p divise b d’ aprés
Gauss.

Remarqgue : Sans|’hypothéses (E) on atoujours, sip=0:

(p) premier = pirréductible; (ii) < (iii); (i) = (); (iv) = ().
ppmc et pgcd : dans un anneau factoriel on al’ existence du pged et du ppmc de plusieurs éléments :
Théoréme: Si A est un anneau factoriel et si a et b sont deux éléments de A, I’ ensemble {a, b} aun sup dans
I’ ensemble ordonné (A/R, /) noté ppmc(a, b) et un inf noté pged(a, b).

Deplus,sia=u[ [ p"® etb=v[]p""” (uetveA*)ona:

peP peP

ppmc(a, b) = H pMax(vp(a),vp(b)) et pged(a, b) = H pMin(vp(a),vp(b)) .

peP peP

Démonstration : sia=0ou b =0aors Sup{a, b} =0. Supposons donc a et b non nuls et soit m € A tel que a/m et b/m.
Pour tout p de P on avy(a) < vp(m) et vy(b) < vi(m) donc Max(vy(a), V(b)) < vi(m) soit 2= [T p"****®) divisem

peP
Comme a et b divisent x on en déduit que u est |a borne supérieure de a et b dans (A/R, /).

De méme pour le pgcd.

Remarques:
le ppmc et le pged de deux éléments ne sont définis qu’ a desinversibles prés;

on peut généraliser a un nombre fini d’ éléments;
s on travaille dans I’ ensemble ordonné (J(A), <) plutbt que dans (A, /) on aurait :
sup((a), (b)) = (pgcd(a, b)) et inf((a), (b)) = (ppmMc(a, b));

pour tous a et b non nuls de A : ppmc(a, b).pgcd(a, b) = ab aux inversibles pres;

on a(a)n(b) = (ppmc(a, b)) mais pas en général : (a) + (b) = (pgcd(a, b)) (voir 3.3).

L e théoreme suivant donne des exemples trés importants d’ anneaux factoriels :

"Théoréme de Gauss: Si A est factoriel, A[X] aussi.
Démonstration :
A étant intégre A[X] aussi et (A[X])* = A*.

SiP=a.X"+ ... + ayon pose ¢(P) = pgcd(ay, ... , a) (appelé contenu de P). On diraque P est primitif sii ¢(P) = 1. Soit
K le corps des fractions de A.

" Lemme 1 : pour tout P et Q de A[X] on a: c(PQ) = c(P)c(Q).
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Démonstration : supposons d' abord P et A primitifs et posonsP = ) a X* etQ= > b X" .
k=1 k=1

Supposons que c(PQ) soit différent de 1 et soit p un irréductible de A divisant tous les coefficients de PQ. Posons
io=Max{k € IN/ play, p/ay, ..., placs} (en convenant queio = 0si I'ensemble {k € IN/ p/ag, p/ay, ... , placs} est vide)
et de mémejo = Max{k € IN/ p/b, p/by, ..., plbcs} (en particulier pnediviseni a ni b, ).

Le coefficient de X" dePQest a b, + > ab, . Par définitiondeioetjopdivise > ab, doncpdivise a b, .p
i+j=ig+]o i+]j=ig+]q
i<igouj<jo i<igouj<j,

étant irréductible p divise a, ou p divise b; (Ilemme d’ Euclide) ce qui n’est pas.

Dans e cas général posonsd =c(P),e=c(Q), P =P/det Q" = Q/e. P’ et Q' sont primitifset PQ=de.P"Q’. Ona
c(PQ) =dec(P’'Q") et d apresle cas précédent c(P'Q’) = 1 d’ ou c(PQ) = de ce qui acheve ladémonstration du lemme
1.

Le lemme suivant précise le irréductibles de A[X].

Lemme 2 : les polyndémes P irréductibles de A[X] sont :

(i) les constantes p de A irréductibles dans A;

(i1) les polyndmes P de degré supérieur ou égal a 1, primitifs et irréductibles dans K [X].
Démonstration : montrons qu’ un polyndme P vérifiant (i) ou (ii) est irréductible dans A[X].

s P=p e Aestirréductibledans A et si p = Q:(X)Q»(X) est prenant le degré des deux membresil vient
0 =d°(Qy) + d°(Qy) donc d°(Q,) = d°(Q,) = 0. Q; et Q, sont donc des constantes et p étant irréductible I’ une d' entre
elle appartient a A* donc a (A[X])* et par suite p est irréductible dans A[X].

soit P vérifiant le (ii) et supposons que P = QR dans A[X]. Cette relation est valable dans K[X] par suite Q ou R est
inversible dans K[X]. Supposons par exemple que Q =q € A—{0}. On adonc P = gR d ol c(P) = ¢(qR) soit, P étant
primitif, 1 = q.c(R). g est donc inversible et P est irréductible dans A[X].

Montrons maintenant que les polynéme vérifiant (i) et (ii) sont les seuls polynémes irréductibles de A[X]. Soit donc P
un polynéme irréductible de A[X].

Sid°P=0,P=p € Aetil est clair quep est irréductible dans A (car A* = A[X]*).
S d°P > 1aorsc(P) est inversible dans A et on peut supposer que ¢(P) = 1. Supposons que P = QR avec Q et R dans

K[X]. En réduisant tous les coefficients de Q et de R a un méme dénominateur on peut écrire Q = % Q (aetp

premiers entre eux) et R = % R (y et 6 premiers entre eux) et de plus Q' et R primitifs. Onadonc P = %% QR etp
6P = Q' R'. En passant aux contenus en vertu du lemme 1 il vient S6= ayaux inversiblesprés. D'ouP=Q'R’; P
étant irréductible dans A[X] on en déduit que Q' ou R' sont inversibles dans A[X] donc Q ou R sont inversibles dans

K [X] et P est irréductible dans K[X].

Fin de la démonstration du théoréme : montrons la propriété (E) dans A[X]. Soit P € A[X] non nul. Si d°P =0 c'est
clair daprésle (i) dulemme 1. Si d°P > 1, K[X] étant factoriel, on peut écrire P = P .P,2....P* ou les polyndmes Py

e - . a _
sont irréductibles dans K [X]. Comme précédemment on peut écrire Py = b—k Q« avec g et by premiers entre eux dans A
k

et Qq dans A[X] et primitifs. On obtient H b P= H a, Q. En passant au contenu il vient compte tenu du lemme 1
k=1 k=1

:[]bé =]Ja auninversiblepréset donc P=u] [Q* avecu € A*; de plus Qu est primitif et irréductible dans
k=1 k=1 k=1

K[X] doncil est irréductible dans A[X] d’ aprésle (ii) du lemme 2 ce qui prouve (E).

Pour démontrer |a propriété d' unicité (U) il suffit de montrer que A[X] vérifie lelemme d Euclide d’ aprésla
proposition précédente. Soit donc P € A[X] irréductible, Q et Rdans A[X], telsque P divise QR. SiP=p € A, p divise
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¢(QR) = c(Q)c(R), donc p divise c(Q) ou c(R). Comme Q et R sont égaux a c(Q) et ¢(R) respectivement aux inversibles
préson adonc p divise Q ou p divise R.

Si d°P>1, P est irréductible dans K[X] d'apres|e (ii) du lemme 2. K[X] étant factoriel P divise Q ou R. Si par
exemple P divise Q il existe Q; € K[X] tel que Q = PQ,. On écrit Q; = (o/ Q. avec Q, dans A[X] primitif et ¢, 3
dans A* premiers entre eux. Il vient /Q = aPQ,. En passant aux contenus on obtient 5c(Q) = « aux inversibles prés
(car P et Q, primitifs). Enfin en écrivant Q = ¢c(Q)Q’ avec Q' primitif on obtient Q' = uPQ, (u € A*) par conséquent P
divise Q' donc Q dans A[X] ce qui achéve |ladémonstration.

Exemples: Z[X] est factoriel puisque Z I’ est; si A est factoriel A[Xy,..., Xq] aussi (par récurrence sur n) ainsi que
A[Xy,..., X, -..] (polyndmes a une infinité d’indéterminées).

3.3 Anneaux principaux

Définition : Un anneau A est principal ssi :

(i) A estintegre;

(i) tout idéal de A est principal .

Lacondition (ii) signifie que pour tout idéal | de Ail existea € Atel quel = (a).

Remar gue : dans un anneau principal qui n'est pasun corpson a, si p= 0: p estirréductible < (p) est maximal parmi
les idéaux propres de A < (p) maximal dans |’ ensemble des idéaux propres de A (puisque tout idéal est principal).

Donc, dans un anneau principal si p est non nul on a: p irréductible < (p) maximal < (p) premier (d' aprésla
proposition du 3.2).

| Théoréme : Un anneau principal est factoriel.
Démonstration : montrons la propriété (E).

Supposons qu'il existe un élément a; € A —{ 0} n'admettant pas de décomposition. Alors a; n’'est ni inversible ni
irréductible. 1l existe a, et b, dans A tels que a; = ayb, ; a; N'ayant pas de décomposition il en est de méme de a, ou de
b,. Supposons que ce soit a,; on adonc (a;) & (a;). Reprenant |e raisonnement pour a, on voit qu’ on peut construire

par récurrence une suite (ay) « (&) « ... « (ay) & ... strictement croissante d’idéaux de A. Il est clair quel = U(ak) est
keN

unidéal de A. A étant principal il existed € Atel quel = (d). Commed € I, il existep € IN tel qued € (a,). Ona
donc (d) < (ap). L’inclusion inverse étant vraie on en déduit que (d) = (a,). Comme (a,) < (aq) < (d) pour g = pla
suite (ay) est stationnaire a partir de p ce qui N’ est pas. A vérifie donc (E).

Pour montrer que A vérifie lapropriété (U) il suffit de montrer que p € A—{0} estirréductible ssi I'idéal (p) est
premier (d' aprés la proposition du 3.2) ce qui résulte de la remarque précédente.

Laréciprogue du théoréeme est fausse : par exemple Z[X] est factoriel d’ aprées e théoréme de Gauss mais pas principal
(on voit facilement que I’idéal (2, X) engendré par 2 et X n’est pas principa ).

Proposition : Dans un anneau principal A, si a et b appartiennent aA —{0} ona:

(i) (@) + (b) = (pgcd(a, b)).

(ii) a et b sont premiers entre eux ssi (a) + (b) = Assi 3(u, v) € AxA/au + bv =1 (Relation de Bezout).

On retrouve par conséquent la situation de Z.

Démonstration :

(i) démonstration analogue a celle de I’ exercice 7 de « groupes »;

(i) clair.

Remarquons que la relation de Bezout est fausse en général si on ne suppose pas |’ anneau principal : par exemple dans

K[X, Y] les éléments X et Y sont premiers entre eux mais (X) + (Y) = K[X, Y] (car (X) + (V) est constitué des
polynémes P tels que P(0, 0) = 0).

L e paragraphe suivant fournit un exemple important d’ anneau principal.
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3.4 Anneaux euclidiens

Définition : Un anneau A est euclidien ssi :
(i) A est intégre;
(i) A est muni d’une division euclidienne, ¢’ est-a-dire qu’il existe une application vde A —{0} dans IN vérifiant :

VaeceA VbeA-{0}, 3(q,r) € AxAtel que:a=Dbqg+r avec (r =0ouv(r) <wv(b)).

L’ application v s appelle valuation euclidienne.

Remargue : on impose parfoisav de réaliser la condition supplémentaire : pour tousa et b de A—{0} telsque a/b, on
av(a) < v(b). On dit alors que v est un stathme euclidien.

" Théoréme : Tout anneau euclidien est principal.

Démonstration : ¢’ est laméme démonstration que pour montrer que les sous-groupes de Z. sont de laforme nZ

(« groupes » exercice 7). Soit A un anneau euclidien et | un idéal non nul de A. Soit a € | —{0} tel que v(a) soit
minimum. Soity € I. Ladivision dey par a donne |’ existence d’ un couple (g, r) tel quey =aq + r avec (r =0 ou
v(r) < v(a)). L’ écriture r =y —aq montre que r appartient al. Par définition deaonar =0 soity =aq donc | c (a).
L’inclusion inverse étant vraie on en déduit que | = (a).

Exemples: Z est euclidien avec v(n) = |n|.
Si K est un corps K[X] est euclidien : celarésulte du

lemme : Soit A un anneau et P € A[X] non nul et de coefficient dominant inversible; alors pour tout F € A[X] il existe
(Q, R) € A[X]x A[X] uniquetel que:

F=PQ+ Ravecd°’R< d°P.

En particulier, si A est un corps, il existe dans K[X] une division euclidienne avec v(P) = d°P.

Démonstration du lemme : si d°P =0, P est une constante inversible et |e résultat est vrai (avec R = 0).

Raisonnons dans I’ anneau quotient A[X]/(P). Il s agit de montrer la propriété :
vV F eAX],3ReAX tel que( F =R et d’R<d°P) (*).

Soit P=a.X"+ ... + ag avec a, inversibleet n > 1. 1l est clair qu’il suffit de montrer la propriété (*) pour F = X°

(p € IN). Vérifions-lapar récurrence sur p : si p < n c'est évident. Soit un entier p > n et supposons la propriété vraie
pour les entiers<p . Comme X" =a (-, , X" —..-3,) ona X? = X"X"" = an’l(—én&)?p’l — X" et
on conclut d’ aprés |” hypothése de récurrence.

Si (Q*, R*) est un autre couple vérifiant F = PQ* + R* avec d°R* < d°P onaP(Q — Q*) = R* —R. Le coefficient de
plus haut degré de P étant inversible on ad’[P(Q — Q*)] =d°P + d°(Q — Q*) = d°(R* — R). Comme d°(R* —R) < d°P
on en déduit d°(Q — Q*) = — L soit Q* = Q puisR = R*.

Remargue : on peut montrer qu’il existe des anneaux principaux non euclidiens (voir par exemple « Tauvel » p. 155).

Soit K un corps et P un élément de K[X] irréductible. Montrer que L = K[X]/(P) est un corps. Montrer que K s'injecte
dans L et que P considéré comme éément de L[ X] admet une racine dans L.

(on dit que L est un corps de rupture de P dans K).

Exemples d’anneaux euclidiens:

Z]i] (anneau de Gauss) (voir exercice n® 1X);

K[[X]], anneau des séries formelles a coefficients dans K ;

1°/ Montrer que D = {A10°/ A € Z et p € Z}, anneau des nombres décimaux est euclidien.

© Christian Squarcini 2005


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex20.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex21.pdf

Anneaux et corps

2°/ Plus généralement soit un anneau A commutatif intégre et Sune partie de A ne contenant pas 0, contenant 1 et telle
que(x e Sety e S = xy € S (on dit que Sest une partie multiplicative de A). Posons AS* la partie de K = Frac(A)
(corps des fractions de A) constitué des élément delaformea.s* olla € Aets e S |l est clair que AS* est un sous-
anneau de K appelé localisé de A par rapport a S,

Montrer que si A est euclidien et muni d’un stathme euclidien il en est de méme pour AS™.

Montrer que A[X] est principal ssi A est un corps.
(Si a= 0considérer I'idéal | engendré par a et X).
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Exercices complémentaires

m a/ Soit A un anneau commutatif. Montrer que A admet des éléments idempotents (i.e a = a) différents de
0 et de 1 ssi A est isomorphe a BxC ou B et C sont deux anneaux non nuls (indication : si a est un tel
élément alors (1 — a)? = 1 — a; considérer I'application ¢ de A dans A x(1 — a)A qui & u associe (au; (1 — a)u)
et montrer que c’est un isomorphisme d’anneaux).

b/ Soit I'anneau des fonctions continues de X dans R. Montrer que C(X; IR) admet des nilpotents différents
de O et de 1 ssi X est non connexe (indication : X non connexe ssi il existe une fonction continue non
constante de X dans {0; 1}).

m Soit A un anneau factoriel tel que : V(a, b) € AxA, l'idéal (a, b) engendré par a et b est principal. Montrer
gue A est principal (indication : si | est un idéal non principal de A construire une suite strictement
croissante d’'idéaux principaux).

[ii] Anneaux noethériens
a/ Soit A un anneau; montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Tout idéal de A est de type fini (i.e engendré par un nombre fini d’éléments);
(if) Toute suite croissante d’'idéaux est stationnaire;
(iii) Tout ensemble non vide d’idéaux de A posséde un élément maximal pour I'inclusion.

Un anneau vérifiant 'une de ces conditions est appelé anneau noethérien. Par exemple tout anneau
principal est noethérien.

(indication : pour (iii) = (i), si | est un idéal de A considérer C = {Jidéalde A / J c | et J de type fini} et Iy
est un élément maximal de C, montrer que Iy = I).

b/ Montrer que : A noethérien = A/l noethérien (voir exercice 9);
Remarque : on démontre (difficile !) : A noethérien = A[X] noethérien (théoréme de transfert de Hilbert).

¢/ Montrer que si A est intégre et noethérien alors A vérifie la propriété (E) (existence de la décomposition
en produit d’irréductibles) (considérer C = {(a) / a n'a pas de décomposition } et appliquer (iii)).

Application : Z]i \/g] ={a+ ibyv5 /aetb e Z} est isomorphe a Z[X]/(X? + 5), donc vérifie (E) mais pas (U).

Plus généralement si | est un idéal premier de | et si A est noethérien alors A/l est noethérien (donc vérifie
(E).

Soit A = C[X, Y]/(Y — X?). Montrer que A est isomorphe a C[ X] (indication : considérer le morphisme
d'anneaux ¢ de C[X, Y] dans C[X] qui & P associe P(X, X?) puis sa décomposition canonique).

P(X
Montrer que C[X, Y])/(XY —1) est isomorphe a I'anneau { % /I'n €N etP e C[X]} (S'inspirer de
I'exercice précédent). En utilisant | 'exercice 21 montrer que cet anneau est euclidien.

Soit A = C[X, Y)/(Y? = X®). Montrer que A est isomorphe a I'ensemble des polynémes de C[T] dont le

coefficient de terme en T est nul (considérer le morphisme d’anneaux ¢ de C[X, Y] dans C[T] qui a P
associe P(T?, T9)).

Montrer que A est intégre et noethérien et donc vérifie (E) (voir 1l1).
Montrer que A ne vérifie pas (U) (montrer que T° a deux décompositions).
Carrés d’un corps

Soit Fq le corps (unique a un isomorphisme prés) a g = p" éléments (voir cours) avec p premier et n e IN*.
On pose :
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Anneaux et corps
F? ={x e Fq /3y e Fqtel que x =y} et F’*=F? -{0}.

a/ Si p = 2 montrer que qu = Fq (considérer ’'homomorphisme de Frobenius).

b/ Si p > 2 montrer que |F;’| = qT+1 et |F ¥ = qT—l (considérer ’lhomomorphisme de groupes de F dans

2 F i 2
F, qui a x associe x°).

q-1

c/ Endéduirequesip>2ona : X e qu* < x 2 =1, puis que :
4 eF* < q=1(4).

d/ Montrer gqu'il y-a une infinité de nombres premiers de la forme 1 + 4k (k € IN).

(Raisonner par I'absurde : s'il n’en existe qu’'un nombre fini soit n le plus grand d’entre eux et p un nombre
premier divisant (n!)?> + 1; on ap >n + 1 et dans Z/pZ. : (n!)* = -4; donc -1 est un carré etdonc p = 1 (4)).

IVill] Anneau de Gauss; somme de deux carrés
SoitA=Z[i]={a+ib/aetb e Z}.

a/ Montrer que A est un anneau commutatif, intégre, isomorphe a Z[X]/(X* + 1) (considérer le morphisme
d’anneaux P — P(i) de Z[X] dans A).

b/ Montrer que z =a + ib > a —ib est un automorphisme d’'anneau de A.

c/ Soit N l'application z — zZ = a’ + b? de A dans IN. Montrer que pour tous z ei z’ de Aon a:
N(zz") = N(z)N(z') etque N(2) =0 < z=0.

d/ Précisez A*, groupe des éléments inversibles de A.

e/ Montrerque:vVze A Vte A—{0}, 3ge Aet3r e Atels que z=tq + r et N(r) < N(t).
En déduire que A est euclidien (donc principal).

On pose = ={n e IN/ 3(a, b) € INxIN avec n = a + b?}.

f/ Montrer que si n =3 (4) alors n ¢ X (indication : un carré est congru a 0 ou 1 modulo 4).
g/ Montrer que X est stable par multiplication.

h/ Si p est un nombre premier, montrerque :pe X < p=1(4)

(indication : montrer d’abord que : p € £ < p non irréductible dans Z][i] puis raisonner ensuite dans
Z[i)/(p) isomorphe & Z/p [X]/(X? + 1) en utilisant VIII).

i/ En déduire que sin e IN-{0, 1} et n = H pv"(”) sa décomposition en produit de facteurs premiers on a :
peP

neX < Vvp(n)estpair pourp=1(4).
Anneau Z[+2]
On pose Q[\/E] ={r+ rv2 /retre Q1.

1°/ Soit N I'application de Q[\/E] dansRquiaz=r+ rv2 (retr dans Q) associe N(z) = |[r* =2 r2|.
Montrer que cette application est bien définie et que pour tous z et z’ de A on a : N(zz’) = N(z)N(z)),
N(z/z") =N(2)IN(Z') (siz'20) et (N(z) =0 < z=0).

2°/ Montrer que Q[+/2] est un sous-corps de R.
On poseA:Z[\/E]:{a+b\/§/aetb e Z}.
3°/ Montrer que A est un anneau commutatif, intégre, isomorphe & Z[X]/(X* —2) (s'inspirer du V).

4°/ Montrer que pour tout X € A ettouty € A —{0} il existe (g, r) € AxAtel que :

© Christian Squarcini 2005


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex_cpl8.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Anneauxcorps/ex_cpl9.pdf

Anneaux et corps
X =yq + r avec N(r) < N(y).

(indication : déterminer q € A tel que N(i - qj <1).
y

A est donc un anneau euclidien. Le couple (g, r)est-il unique ?
5°/ Le but de la question est de déterminer A*, ensemble des éléments inversibles de A.
a/ Montrer que z € A* < N(z) = 1.
OnposeJ={x e A*/x>0}etK={x € A*/ x> 1}
b/ Montrer que K = {a + b2 e A*/aeth e IN*}. Montrer que le minimum de K est 1 + V2.
¢/ Montrer que K = {(1 + \/E)” /' n e IN} (indication : si x € K considérer I'entier naturel n tel que
(1+~/2)" <x<(1++2)™ silinégalité est stricte aboutir & une contradiction en divisant par (1 + 2 )").
d/ En déduire enfin que J = {(1 + V2)"/ n e Z} puis que A*={+(1 + /2)"/ n e Z}.
e/ Application : résoudre dans ZxZ. les équations :
() x*-2y?=1;
(i) x*—2y*=.
Soit A un anneau commutatif. A quelle condition nécessaire et suffisante sur A est-il vrai que pour tout
entier naturel n, tout polyndme de A[X] de degré n admet n racines au plus ?

(Réponse : A est intégre; si A n'est pas intégre et si a et b sont des diviseurs de 0, considérer le polyndme
(X —=a)(X —h)).

Critere d’irréductibilité d’Eisenstein

Soit A un anneau factoriel, K son corps des fractions et P(X) = a, X" + ... +ag € A[X]. On suppose qu'il
existe un élément irréductible p de A tel que :

(i) p ne divise pas ay;

(i) vie{0,1,..,n4}, pdivise a;

(iii) p® ne divise pas a,.

Montrer que P est irréductible dans K[X] (donc dans A[X] si pgcd(a) = 1).

Applications :

Si p est premier, XP* + XP? .. + X + 1 est irréductible dans Z[X];

X* + 1 est irréductible dans Z[X] (poser X = Y + 1).

Résultant de deux polynémes

Soient P= Zp:ai X' etQ= ibj X' deux polyndmes de degrés respectifs p et q > 0 a coefficients dans un

i=0 i=0
corps commutatif K.

1°/ Montrer que les polyndmes P et Q ne sont pas premiers entre eux ssi il existe deux polynémes non
nuls AetB telsque d°A<qg-1,d°B<p-1 et AP + BQ =0.

On considére l'application ®r,q de Kg-1[X] x Kp-1[X] dans Kp+q-1[X] définie par ®r.o(U, V) = UP + VQ. On
munit d'autre part Ke-1[X] x Kp-1[X] de la base ((X**, 0), ..., (1, 0), (0, X*?), ..., (0, 1)) et Kp+q-1[X] de sa
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Anneaux et corps

base canonique (X**%*, ..., 1). La matrice de ®p,qdans ces bases est donc :
a, 0 - b, 0 -« 0
a_, a, . b, b, :
a,, b, 1 0
: a b : b . i
% P 0 9 |(c'est une matrice carrée d'ordre (p + Qq)).
a'O a'p—l 0 bO bq—l
0 O - 0 e ... 0 O

Le déterminant de la matrice précédente s'appelle résultant des polynémes P et Q. On le note res(P, Q).
2°/ Montrer que : (i) res(Q, P) = () ®res(P, Q); (ii) res(AP, uQ) = 2%Pres(P, Q) (pour A et u scalaires non
nuls).
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) P et Q sont premiers entre eux;
(b) res(P, Q) = 0.
On considére l'application %o de I'espace vectoriel quotient E = K[X]/(P) dans lui-méme et définie par
(U ) = Q(X)xU . Soit labase de E: b = (1, X, ..., x"*) oll x est la classe de X dans E.
3°/ a/ Déterminer la matrice de ¥qdans la base b. En déduire que :

res(P, Q) = aj dét( Q) .

b/ En déduire les propriétés suivantes :

()siae KetQ e K[X]dedegré >1ona:res(X— a, Q) = Q(a);
(i) siP, Q et R € K[X] de degré >1 on a: res(P, QR) =res(P, Q) res(P, R)
(iii) si P est scindé sur K de racines ¢4, ... , o On a :

res(P, Q) = a; Q(a) ... Q(ap).
Si de plus Q est scindé sur K de racines £, ..., fona:

ﬁ(“i - 5)

p
i=1 j=1

res(P, Q) = ajby

P

4°/ Exemple d'application : Soient deux polynémes P et Q premiers entre eux. Alors il existe un

voisinage Ve de P et Vode Q tel que tout polyndme de Ve est premier avec tout polyndme de Va.
(Autrement dit en "bougeant un peu les coefficients de deux polynbmes premiers entre eux, ils restent

premiers entre eux).

IXil] Groupe multiplicatif d’'un corps

Soit K un corps commutatif et G un sous-groupe fini du groupe multiplicatif (K*, x). On pose n = |G|,
Eq={xeG/x"=1}et Iy={x € G/ x estdordre d dans G}.

1°/ Montrer que : Iy & < |4 = ¢(d) ou ¢ est la fonction indicatrice d’Euler (voir exposé « groupes »).
(Montrer que si Iy # J etx e Iy ona:<x>=Ey).

2°/ Montrer que n = Y'|T|

d/n
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3°/ En déduire que pour tout diviseurd de non a: |74 = ¢ (d) (utiliser que n = Zgo(d) : VOir exposé
d/n

« groupes »).

Conclure que tous sous-groupe fini du groupe multiplicatif d’'un corps commutatif est cycligue.

Application : si p est un nombre premier : (Z/pZ)* est isomorphe & Z/(p —1) Z.

4°/ Démontrer le résultat précédent en utilisant que dans un groupe fini commutatif il existe un élément
ayant pour ordre le ppmc des ordres des éléments de ce groupe (voir exercice 11 du chapitre "Groupes").

Si K et L sont des corps tels que K — L on dit que L est une extension de K. Un élément a de L est
algébrique sur K s'il existe un polyndme P non nul a coefficients dans K tel que P(a) = 0; si a n’est pas
algébrique on dit qu'il est transcendant sur K.

D’autre part Si a € L on note K(a) le plus petit sous-corps contenant K et a.

1°/ Soit a un élément de L algébrique sur K. Montrer qu'il existe un unique polynéme P, de K[X] caractérisé
par : pour tout polyndme P de K[X] on a: P(a) =0 < P multiple de P,.

P, est appelé polynéme minimal de a sur K.
2°/ Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) a est algébrique sur K de polyndme minimal Py;
(i) K(a) = K[a] (={P(a)/P € K[X]}
(iii) K[a] est un espace vectoriel de dimension finie sur K (plus précisément dimy K[a] = d°Py).

(considérer le morphisme d’anneaux ¢ de K[X] dans K[a] qui a P associe P(a) pour (i) = (ii)).
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Chap. 2 Anneaux et corps

Exercicel
Z ,Q, R et C sont intégres. Z/4Z. par exemple n' est pas intégre puisque 2.2=0et 2+ 0.
Plus généralement montrons que Z./nZ. est intégre ssi n = 0 ou n est premier.
Sin=0aorsZ/nZ =7 qui estintégre. Si n = 1 Z/nZ = {0} qui par définition n’est pas intégre.

Sin>1n'est paspremier il existe deux entiersa et b différentsde 1 telsquea.b=n. Donc ab =Oetaetb sont
distinctsde 0 donc Z/nZ. n’est pasintégre.

Inversement si n est premier (Z/nZ —{ 0},%) est un groupe (« groupes, exercice 1) et donc Z/nZ. n’ a pas de diviseurs
deO.

F(E, A) n'est pasintégre en général : par exemples E= A= 1R, soit f € F(IR, R) qui vaut 1 sur R, et O ailleurs et
g=1-f. Alorslesapplicationsf et g sont non nulles et fxg = O, application nulle de R dans IR.

Montrons que A[X] est intégre ssi A est intégre.

Supposons A integre. Lafonction degré vérifie alors pour tous polynémes P et Q : d°(PQ) = d°P + d°Q (on convient
que le degré du polyndme nul est — oc). Si PQ = 0, en prenant le degréil vient d°P + d°Q =—o donc d°P ou
d°Q=—xi.eP=00uQ=0et A[X] est integre.

S AlX] est integreil est clair que A aussi.

(B e MA . | |(O 1Mo 1} (o o}
et My t te onéral : . = .

(E) (A) nesont pasintégres en général : par exemple o oo o 0 0

S CadE > 2, (P(E), A, n) n'est pasintégre : on peut avoir AN B = et A et B non vide.
Exercice 2

Soit A un anneau fini intégre et a € A—{0}. Considérons |’ application f de A dans A qui ax associe a.x. Cette
application est injective car pour tout x et X' de A: f(x) =f(xX') ss ax=ax ss a.(x—x) =0, soitx—X =0 puisque
Aestintégre et a= 0. A étant un ensemble fini f est donc une bijection de AdansA: il existea’ € Atel quef(a’) =1,
soit a.@’ = 1. De méme en considérant |’ application qui ax associe x.a on montre gu’il existea’’ € Atel quea’’.a=1.

Mais(@a)a’ =1a"’ =a' duneparteta’(aa’’) =a'l=a dautrepart, donca’’ =a’ qui est I'inverse dea. Tout
élément non nul de A ayant un inverse, A est un corps.

Exercice3

D’aprés|’exercice 2 un anneau fini A est un corpsssi il est intégre. Si n est un entier naturel non nul on adonc Z./nZ.
est un corps ssi Z/nZ. est intégre ce qui équivaut an premier d’ apres |’ exercice 1.

Exercice4

On montre facilement que K = {a+ by/2 /aeth € Q} est un sous-corps de IR.
Exercice 5

En effet si | est unidéal de Z c’est un sous-groupe de Z. donc il existe n € Z tel que | = nZ (voir « groupes » exercice
7); réciproguement on vérifie immédiatement que nZ est bien un idéal de Z.

Exercice 6

Soit A est un corps et | est un idéal agauche de A non nul. Soita € | —{0}. Alors a*a €l donc 1 € | soit| = A. De
méme si | est unidéal adroite. D’ ou la condition nécessaire.

Réciproguement soit A un anneau ou tout idéal a gauche est trivial. Soita € A—{0}. L'ensemble I, ={xa/x € A} est
un idéal a gauche de A. Comme (a) # (0) on a(a) = A d' aprés|’hypothése. Il existe donc x € Atel quexa= 1. x est
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donc non nul et le méme raisonnement montre gu'’il existey € Atel queyx=1.Onay=yxa=adoncxa=xa=1eta
est donc inversible. Tout éément non nul de A adonc un inverse et A est un corps.

Démonstration analogue si les idéaux a droite sont triviaux.
Exercice7

Notons d’ abord que dans un anneau quotient A/l on aune loi externe définie pour tout aet x de A par aX = ax (cette
définition est légitimecar x—X €|l = ax—ax € 1). Dans|’anneau B = K[X]/(P(X) — X) on aalors pour tout

polynome Q : Q(X)=Q(X) puis: P(P(X))— X = P(P(X))- X = P(P(X))- X =P(X)- X =P(X)- X =0 (oliona
utilisé que P(X)= X ) d’ ol le résultat.

Exercice 8

Si f est un morphisme d’anneaux de A dans B on a pour tout ade A et tout x de Ker f : f(a.x) = f(a).f(x) = O (car
f(xX) = 0g) donc a.x € Ker f. Comme de plus Ker f est un sous-groupe de A ¢’ est donc un idéal de A.

Si Jest unidéal de B, f*(J) est un sous-groupe de A et pour tout ade A et tout x de f*(J) on a: f(a.x) = f(a).f(x) € J
(car J est un idéal de B). Donc f*(J) est un idéal de A.

Remarque : soit f de Z[X] dans lui-méme qui a P associe P(2X) : ¢’ est un morphisme d’ anneaux. L’image de |’ idéal
Z[X] n'est pasunidéa de Z[X] car 1 € f(Z[X]) mais1.X ¢ f(Z[X]). L'image directe d’un idéa par un morphisme
d’ anneaux N’ est donc pas toujours un idéal.

Exercice9

Soit SI’ application qui aun idéal J de A contenant | associe J ={X / xe J} (ou X estlaclassedex dans A/l). Il est
clair que J est unidéal de A/l. D’ autre partsijest unidéal de A/l, Sl(ﬁ est un idéal de A (exercice 8) contenant |
donc Sest une surjection de I’ ensemble des idéaux de A contenant | dans I’ ensemble des idéaux de A/l.

Soient J et ' sont deux idéaux de A contenant | telsque S(J) = SJ'). Siy e Jona ye J donc y € J' ¢ est-a-dire

guil existey' e J' etze l telsquey=y +z CommezelcJ onay e J soitJcJ.DemémeJ < Jdonc Sest
injective. C'est donc une bijection de I’ ensemble des idéaux de A contenant | dans I’ ensemble des idéaux de A/l.

Exercice 10

f étant consi dérée comme un morphisme de groupes on aladécompositionf=io f osol f est unisomorphisme de
groupes. D’ autre part pour tous x ety de A/Ker fona f(x.y)=f (x_y) =f(x.y) (par définitionde f ) et
f(x.y) = f(x).f(y) = f(X)f(y) donc f est unisomorphisme d’anneaux.

Exercice 11
Soit A={a+by2/aetb e Q} et considérons |’ application ¢ de Q[X] dans A qui & P associe P(+/2). Il est clair que
¢ est un morphisme d’ anneaux surjectif. Soit P appartenant au noyau de ¢. Ladivision euclidienne de P par X* -2

donneP = (X*-2)Q+ Rou (Q, R) € Q[X]?et d°R< 2. || existedonc a et b dans Q telsque R= aX + b, soit
P(v2)=a+2 +b=0dolla=b=0.DoncKer p=(X?-2) et % estunisomorphisme de Q[X]/(X? —2) dans A.

De méme on démontre que C est isomorphe & IR[X]/(X? + 1) en considérant I’ application de C dansIR[X] qui aP
associe P(i).

Exercice 12

K’ contient 1 donc il contient n.1 pour tout nde Z. i.eil contient o(Z). Si car(K) = 0, ¢(Z) est isomorpheaZ et K’ est
I’ ensembl e des p(m)/p(q) ou (M, q) € ZxZ* donc |’ application de Q dansK’ qui am/q associe ¢(m)/¢(q) est un
isomorphisme de QQ dansK’.

Si car(K) =p # 0, p(Z) est isomorphe a Z/pZ. qui est un corps car p est premier; ainsi ¢(Z.) est un corpsinclus
dansK’ donc o(Z) =K'.
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Exercice 13

Soit K un corpsfini de caractéristique p. K peut étre considéré comme un espace vectoriel sur son corps premier K’
(exercice 12). K étant fini sadimension n aussi et donc K est isomorphe & I’ espace vectoriel K'" d’ ot Card K = p".

Exercice 14
Soit F I’ application de K dans K qui a x associe x°. Pour tous x et y de K on a (x.y)° = x".y° car K est commutatif et

P
d apréslaformule du Bindme de Newtonona(x +y)’ = > Csx*yP™ . Soit 0 < k < p posons C} = b donc
k=0

p.(p-1)...(p—k+1) =b.k! . pdivisele premier membre donc il divise b.k!; p éant premier il est premier avec

2,3, ..., kdonc avec le produit k! (« Groupes », exercice 7) donc p divise b d’ apres |e théoréeme de Gauss. Par suite
Cyx“yP™* =0pour 0<k<p(lecorpsK éant de caractéristique p) soit (x +y)°” = X" + y°. F est donc un
homomorphisme de corps.

Comme F est injective F est bijective si K est fini et ¢’ est donc un isomorphisme dans ce cas.

Si K =Z/pZ pour tout xde{0, 1, ..., p—1} : ¥* =1 (p) (théoréme de Fermat) donc X" = X et F est I’identité dans
cecas.

Exercice 15

On sait que s J est unidéal de B alorsf*(J) est unidéal de A (exercice 8). Onax.y e f*(J)
o f(xy) € J < f(X).f(y) € J < f(x) € Jouf(y) e J car Jest premier, soit : x € f*(J) ouy e (J) et donc f*(J) est
premier d’ aprés la caractérisation de la proposition précédente.

Autre facon : I'application F de A dans B/J qui ax associe f(x) estun homomorphisme d’ anneaux dont le noyau est

f*(J). En considérant sa décomposition canonique F est un morphisme d'anneaux injectif de A/f*(J) dans B/J. B/J
étant intégre A/f*(J) aussi donc f*(J) est premier dans A s'il est différent de A.

Exercice 16

Si Jest unidéal maximal de B ¢’ est un idéal premier de B est donc si f*(J) est différent de A ¢’ est un idéal premier de
A d' aprés |’ exercice 15. Cen’est pas un idéal maximal de A en général comme le montre I’ exemple de I’ injection de
Z[X] dansR[X] et J = (X) : J est maximal car IR[X]/(X) est isomorphe aIR qui est un corps et (X) n’ est pas maximal
dans Z. car Z[X]/(X) est isomorphe aZ qui est intégre sans étre un corps.

Si f est surjective I’ application F de A/f*(J) dans B/J considérée dans I’ exercice 15 est un isomorphisme d’ anneauix.
B/J étant un corps A/f*(J) aussi et par suite f*(J) est un idéal maximal de A (si f*(J) est différent de A).

Exercice 17

1°/ Si x et y appartiennent | et J respectivement le produit x.y appartient al~J donc 1J < InJ par définition de 1J.

2°/ Si | et Jsont étrangersil existea e | et b € Jtelsquea + b = 1. Soit zappartenant alnJ. Onaz=za + zb; za et zb
appartiennent alJ donc z aussi et par suite 13 = 1nJ.

Si | et J sont deux idéaux distincts et si | est maximal | + J est un idéal de A qui contient strictement | donc | +J=A
car | est maximal et | et J sont étrangers.

3°/ Considérons le cas n = 2. D’ apres la question précédente 11.1, = 111, . Soit f I application de A danst A/l <A/l qui
axassocie (X'l X' ) C’ est un morphisme d’ anneaux et de A-modules dont le noyau est 1;n1, donc I application

quotient f de A/l;Nl, dans A/l xAl, est injective.

Montronsque f est surjective. Tout dément (X" ,X'*) de A/l;xAVl, s crivant X(1',0° )+ y(0',1°) il suffit de montrer
que (1'1 ,6'2) et (5'1 ,1'2) ont un antécédent. Lesidéaux |, et |, éant étrangersil existea et b dans |, et |,
respectivement telsquea + b =1; I'éément z=b = 1 —a vérifiealors z" =1" et 7> =0 . Demémew=a=1-b
vérifie W' =0" et W' =1" d ol lasurjectivitéde f .

On déduit le cas général du
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Anneaux et corps
Lemme: si unidéal | est étranger avec lesidéaux Iy, I, ..., I, il est éranger avec leur produit I ..l ... 1.

En effet on dispose de n relations u + vk = 1 avec ug € | et v € . Enles multipliant membres a membresil vient une
relationdutypeu+viv, ...vp=1o00uU €l et vV, ... v, € l1.l5 ... |, d ol le lemme ce qui achéve la démonstration.

Exercice 18

Condition nécessaire : soit A un anneau local, | son idéal maximal et N d’ ensemble de ses éléments non inversible.
Soit x un élément de N. L’idéal (x) engendré par x est un idéal propre de A donc il est contenu dans un idéal maximal J
d' aprés le théoreme de Krull. A étant local onaJ=1doncx € I. Donc N c I; | éant unidéal distinct de A on aaussi
Iinclusioninverse. N = | est ainsi unidéal de A.

Condition suffisante : si I’ensemble des ééments non inversible N de A est un idéal et si J est un idéal contenant N et
distinct de N, alors J contient des élémentsinversiblesdonc J = A et N est maximal. Si K est un autre idéal maximal on
aK=AetdemémeK < Ndonc K =N.

Exercice 19

L’ unicité de la décomposition montre que pour tout p irréductible dans A et tousa et b de A—{0} ona
Vp(@b) = V(@) + vp(b).
Sia/bil existec € Atel que b = ac donc pour tout p irréductible v,(b) = vp(ac) = vy(a) + vy(C) donc vy(a) < vy(b).
Réciproquement si pour tout p € P : vy(a) < vy(b) dorsb=u [ | p“® =u 11 p"® I1 p" @ donc a divise b.
peP peP peP

Onapour tousaetbnonnulsdeA: (a) = (b) < abetbla < V pe P:vya)=vy(b) dgoréslaquestion
précédente.

Exercice 20

K[X] étant principal on aP irréductible = (P) maximal donc L = K[X]/(P) est un corps. Il est clair que I’ application
deK dansL qui ax associe X est un morphisme injectif d’ anneaux.

D'autre part on a P(X )=0donc0 est racine de P dans L.
Exercice 21

1°/ Soit S={2"°5%/ pet q € Z}. Tout élément de ID s écrit de fagon unique A.soll A € Z premier avec 2et5,se S
Soit alorsw I’ application de ID* dans IN qui ax = A.sassocie |A|. Notons que si x Sécrit BtavecB € Z ett € Saors
w(x) < |B| (en effet B sécrit 2°.5%.C avec p et q entiers naturels, C € Z et C premier avec 2et 5; alors

w(x) = w(2P.5%.C.t) = |2°.5%C | < B). Soient (a, b) € IDxID, b non nul et posonsa = A.set b = B.t avec A et B entiers
relatifspremiersavec 2 et 5et (s, t) € SxS. Il existe (Q, R) € ZxZ tel queA=BQ+RetR=00u|R| < |B|. Onen
déduit As= (B.)(Q.st?) + Rssoita=b(Q.st?) + Rsavec Rs=0ouw(RsS) < |R| < |B|=w(b) et donc ID est
euclidien.

2°/ Posons B = AS™. Si B est un corps le résultat est vrai.

Sinon soit P un systéme de représentants des é éments irréductibles de A. Soit P’ |e sous-ensemble de P constitué des
éléments de P qui n’interviennent pas dans la décomposition en produit de facteursirréductible d'un élément de S. B

n’ étant pas un corps on aP’ = & (sinon pour tout p irréductible de A il existe s € Stel ques=pqgdonc 1 =pgs™ d' ol p
est inversible dans B; par suite tout élément non nul de B serait inversible dans B). Tout é ément de B s écrit alors
comme produit d’' éléments de P’ et d' @émentsinversibles de B (puisque tout éément de Sest inversible ainsi que tout
élément deP —P’).

Supposons que X € B s écrive x = a.s= h.t avec a et b produit d'élémentsde P’, s et t inversibles dans B. On écrit
a=bts*. Posonsts* =c/luavecc e Aetu e S Ona: bc = ua, donc u divise bc et comme u est premier avec b il
divisec doncts® e A et par suite b divise a. En écrivant b = ast™ on montre de méme que a divise b. v étant un
stathme on av(a) = v(b). On peut ainsi définir une application w de B* dans IN qui ax = a.sassocie v(a). On vérifie
facilement que si x/y alorsw(x) < w(y).

Soit maintenant y = b.t non nul avec les méme notations que précédemment. Il existe (g, r) € AxAtel quea=bq+r
avecr =0ou v(r) < v(b). D’olla.s = b.t(qt™s) + r.ssoit x = y(qt™s) +r.setr.s=0ouw(r.s) < v(r) <v(b) = w(y).
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Exercice 22

D’aprésle coursil suffit de montre la condition nécessaire. Supposons donc que A[X] soit principal. Comme A[X] est
intégre, A aussi. Par des considérations de degré on voit facilement que X est irréductible donc I’ idéal (X) est maximal
et A[X]/(X) est un corps. Or, comme dans |’ exercice 11, on montre que A[X]/(X) est isomorphe a A (passer au quotient
I’injection canonique de A dans A[X]) donc A est un corps.

Autre démonstration : soita € A—{0}. L'idéa | = (X, a) engendré par X et a est principal et engendré par P € A[X].
Commea e | il existe Q € A[X] tel que a= PQ. En considérant le degré des deux membres on en déduit que

P = b = constante non nulle. De méme X € | doncil existe b’ € Atel que X = b(b'X) soit bb’ =1 et b est inversible
d'oul =A. Par conséquent 1 € (X, a) etil existeQ et Q' dans A[X] telsque 1 = XQ + aQ’; s @ est leterme de plus bas
degré de Q' on en déduit que 1 = aa’ et donc a est inversible. A est donc un corps.
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Anneaux et corps
Correction des exercices complémentaires

m a/ Soit A un anneau commutatif. Montrer que A admet des éléments idempotents (i.e a = a) différents de
0 et de 1 ssi A est isomorphe a BxC ou B et C sont deux anneaux non nuls (indication : si a est un tel
élément alors (1 — a)® = 1 — a; considérer I'application ¢ de A dans A x(1 — a)A qui & u associe (au; (1 — a)u)
et montrer que c’est un isomorphisme d’anneaux).

b/ Soit 'anneau des fonctions continues de X dans IR. Montrer que C(X; R) admet des nilpotents différents
de O et de 1 ssi X est non connexe (indication : X non connexe ssi il existe une fonction continue non
constante de X dans {0; 1}).

a/ Condition nécessaire : claire car si A est delaforme BxC ona(1, 0)* = (1, 0).

Condition suffisante : soit a un élément idempotent et considérons |'application ¢ de A dans aAx(1 — a)A qui ax
associe (ax, (1 —a)x). On a, pour tous éémentsx et y de A, (X +y) = g(X) + oY) et p(x.y) = (@°xy, (1 —a)>xy) = (axy,
(1-a)xy),cara®=aet(l-a)’=1+a’-2a=1+a-2a=1-a. Deplus ¢(1) = (a, 1 —a) pour tout éément (ax, (1 —
a)x) deaAx(1—a)A: (a, 1—a). (ax, (L—a)x) = (8%, (1 —a)*X) = (ax, (1 —a)x) = (ax, (1 —a)x).(a, 1 —a), donc(a, 1 —
a) est I'élément neutre pour la multiplication. Ainsi ¢ est un endomorphisme d'anneaux de A dans aAx(1 — a)A.

D'autre part, pour X € A: ¢(X) = (0, 0) ssi ax = (1 —a)x = 0, d'ou x = 0 donc ¢ est injective. Enfin si (ax, (1 —
a)y) € aAx(1—a)Aonagax + (1 —a)y) = (@ + a(1—a)y, (1 —a)ax + (L —a)%y) = (ax, (1 —a)y) donc ¢ est
surjective.

b/ Soit f une fonction de C(X; IR) idempotente et différente de 0 et de 1. Cela équivaut af.(1-f)=0, i.e. f est une

fonction continue avaleurs dans {0, 1} non constante ce qui équivaut a X non connexe.

E Soit A un anneau factoriel tel que : V(a, b) € AxA, l'idéal (a, b) engendré par a et b est principal. Montrer
gue A est principal (indication : si | est un idéal non principal de A construire une suite strictement
croissante d’idéaux principaux).

Soit | unidéal de A non principa eta; € I. Ona(a;) # | doncil existeb; € | tel queb,e | —(a;). Par hypothése I'idéal
(a1, by) est principal donc il existe a, € | tel que (a;, by) = (a2). Onadonc (a;) < (ay) l'inclusion étant stricte. En itérant

le procédé on construit une suite strictement croissante d'idéaux (a) (k > 1) de A. Soit a; = uH pvp(al) la

p
décomposition de (a;) en produit d'éléments irréductibles de A (ou P est un systéme de représentants des éléments
irréductibles de A : voir remarque du 3.2). Pour tout entier k > 1 on a(a;) < (ay) donc a, divise a;. |l en résulte que
pour tout p € P on avy(ay) < Vp(as) et donc, adesinversible pres, il n'y aqu'un nombre fini d'éléments a, donc un
nombre fini d'idéaux (ax) ce qui contredit que la suite (ay) est strictement croissante.

[1] Anneaux noethériens
a/ Soit A un anneau; montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Tout idéal de A est de type fini (i.e engendré par un nombre fini d’éléments);
(i) Toute suite croissante d’'idéaux est stationnaire;
(iii) Tout ensemble non vide d'idéaux de A posséde un élément maximal pour l'inclusion.

Un anneau vérifiant 'une de ces conditions est appelé anneau noethérien. Par exemple tout anneau
principal est noethérien.

(indication : pour (iii) = (i), si | est un idéal de A considérer C ={J idéal de A / J c | et J de type fini} et Iy
est un élément maximal de C, montrer que lp = 1).

b/ Montrer que : A noethérien = A/l noethérien (voir exercice 9);
Remarque : on démontre (difficile !) : A noethérien = A[X] noethérien (théoreme de transfert de Hilbert).

¢/ Montrer que si A est commutatif intégre et noethérien alors A vérifie la propriété (E) (existence de la
décomposition en produit d’irréductibles) (considérer C = {(a) / a n'a pas de décomposition } et appliquer

(iii)).
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Anneaux et corps
Application : Zi \/g] ={a+ ibv/5 /aeth e 7} est isomorphe & Z[X]/(X? + 5), donc vérifie (E) mais pas (U).

Plus généralement si | est un idéal premier de | et si A est noethérien alors A/l est noethérien (donc vérifie

(E)).

a/ (i) = (ii) : supposons que tout idéal de A soit de type finit soit () (k > 0) une suite croissante d'idéaux. Il est clair
queJ= UIk est unidéal de A. Par hypothéseil existe des élémentsxy, ... , X, de Atel que J = (X, ... , X,) (idéal

k>0
engendré par xg, ... , X,). Soitm=Max{k e IN/x, ... , X, € Ii}.OnalcIyetss k> m Jc I, I car lasuite (1) est
croissante. Comme I, < J il enrésulte que |, = J pour k > m, i.e. est stationnaire.

(if) = (iii) : supposons que toute suite croissante d'idéaux de A soit stationnaire et soit 7"un ensemble non vide
d'idéaux de A n'ayant pas d'éléments maximal pour l'inclusion. Soit |, € 7 Il existel, dans 7'tel quel; c I, et |y #
Ix(sinon |4 serait maximal). En itérant on construit une suite d'éléments de 7~ strictement croissante d'idéaux de A ce
qui contredit I'hypothése.

(iii) = (i) : supposons que tout ensemble non vide d’idéaux de A posséde un élément maximal pour I'inclusion et soit
| unidéal de A. Considérons I'ensemble 3 desidéaux de A de type fini et contenus dans |. & est non vide car il contient
{0} donc il admet un éément maximal lo. | est donc de typefini et lo = I. Si | n'était pasinclusdans | il existerait

x €l —lo. Alorsl'idéa |, + (X) engendré par | et x est de type fini, est contenu dans | donc il appartient a 9 et il
contient strictement I, ce qui contredit que I, est maximal. Onadonc lo =1 et | est detypefini.

b/ Soit (E) une suite croissante d'idéaux de A/l ou | désigne une suite didéaux de Atellequel < I et E I'image de

I par la surjection canonique s de A dans A/l (voir exercice 9). La suite s‘l(E) est alors une suite croissante d'idéaux
de A, elle est donc stationnaire (a/ (ii)) : 3N e IN/s*(I, ) =s*(I, ) pour k> N. Onalors, pour k > N, sos*(1, )
=sos?(l ) soit I, = 1, (sétant surjectiveonasos® (1, ) = |, pour tout k) et donc A est noethérien.

c/ Soit $={(a)/ a € A, a=0etanevéifiepaslapropriété (E)} (voir 3.2). Supposons ¢ non vide. L'anneau A étant
suppose noethérien il admet un élément maximal (c) d'aprés & (iii).

c ne vérifie pasla propriété (E) donc en particulier il est non inversible et non irréductible et il existe deux élémentsc;
et c,de A noninversibles tels que ¢ = ¢; ¢,. On en déduit que (c) < (cy) et (c) < (cy) lesinclusions étant strictes. Mais
C1 0u ¢; ne vérifie pas la propriété (E) (sinon c vérifierait cette propriété) : cela contredit que (c) est un élément
maximal de 9. En conclusion 4 est vide et A vérifie lapropriété (E).

Application : Z est principal donc noethérien (tout idéal est de type fini) donc Z[X] est noethérien (d'apres b/) donc
Z[X]/(X? + 5) aussi. Or les anneaux Z[X]/(X* + 5) et Z]i \/5] sont isomorphes (méme démonstration que dans
I'exercice 11 du cours) donc Z[i /5] est noethérien et il vérifie la propriété (E). De plus le polyndme X2 + 5 est
irréductible donc I'idéal (X* + 5) est premier (proposition (iii) du 3.2) et I'anneau Z[X]/(X* + 5) est intégre. Enfin cet
anneau ne vérifie pas la propriété (U) de I'unicité de la décomposition car 9 = 3x3 = (2+ i\/g)(Z— i\/g) et on vérifie
que3, 2+i+/5 et 2—i/5 sontirréductibles.

Soit A = C[X, Y]/(Y — X?). Montrer que A est isomorphe & C[ X] (indication : considérer le morphisme
d'anneaux ¢ de C[X, Y] dans C[X] qui & P associe P(X, X?) puis sa décomposition canonique).

L'application ¢ de est clairement un morphisme d'anneaux surjectif. Déterminons son noyau. On aP € Ker ¢ ss
P(X, X = 0. Ladivision euclidienne de P par Y — X* donne I'existence de deux polynémes Q et R dans C[X, Y] tels
que P(X, Y) = (Y =X9)Q(X, Y) + R(X, Y) et d°R < 1 (degré par rapport aY). On adonc R(X, Y) = R(X) et comme
P(X, X3 = 0il vient R(X) = 0 soit P(X, Y) = (Y= X)Q(X, Y) et Ker ¢ = (Y —X?) (idéal engendré par Y — X?).
L'inclusion réciproque étant évidente on obtient Ker ¢ = (Y — X?).

En passant ¢ au quotient on obtient I'isomorphisme @ de C[X, Y]/(Y — X?) dans C[X] qui & P associe P(X, X?)
(exercice 10).
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X
. Montrer que C[X, Y]/(XY —1) est isomorphe a I'anneau { >(< ) /'n e N etP e C[X]} (s'inspirer de

I'exercice précédent). En utilisant | 'exercice 21 montrer que cet anneau est euclidien.

P(X
L'application ¢ de C[X, Y] dans'anneau A = { )(<n) InelN etP e C[X]} qui aP(X, Y) associe P(X,%j est un

P(X
morphisme d'anneauix surjective (car p(P(X)Y") = %). Déterminons son noyau. Soit P € Ker ¢, donc
P( X %) = 0. Plagons nous dans I'anneau C(X)[Y], ou C(X) est le corps des fractions de C[X]. Le polynéme P(X, Y)

sannule pour Y = %,doncil est factorisable par Y — % Dl existe Q(X, Y) € C[X, Y] tel que

1 Q(X,Y)

P(X, Y) = (Y_YJQ(X' Y) soit P(X, Y) = (XY —1) .Sion pose P=)a (X)Y" et Q=) g (X)Y*il vient

k>0 k>0

par identification a,( X )=- q"g( ) et a (X)=0,(X)- qk£< )pourk>1douqo(X)-—Xao(X)et

a(X) = X (a4 (X)—a,(X)) d'oti on déduit que w € C[X, Y]. Ainsi Ker ¢ = (XY -1), et I'inclusion réciproque
étant évidente on aKer ¢ = (XY —1). En passant ¢ au quotient on obtient I'isomorphisme @ de C[X, Y]/(XY —1) dans
Aqui a P (X, ) associe P(X,%).

Si onpose S={X"/n € Z} aorsl'anneau A est le localisé de C[X] par rapport a Set C[X] étant euclidien il en est de
méme de A (exercice 21).

Soit A = C[X, Y]/(Y? = X3). Montrer que A est isomorphe & I'ensemble des polynémes de C[T] dont le
coefficient de terme en T est nul (considérer le morphisme d’anneaux ¢ de C[X, Y] dans C[T] qui a P
associe P(T?, T9)).

Montrer que A est intégre et noethérien et donc vérifie (E) (voir I11).

Montrer que A ne vérifie pas (U) (montrer que T° a deux décompositions).

L'application ¢ de C[X, Y] dans C[T] qui aP(X, Y) associe P(T 2, T 3). C'est clairement est un morphisme d'anneaux.

Cherchons son noyau. Soit P(X, Y) € Ker ¢. Ladivision euclidiennede P par Y2 —X 2 donneP(X, Y) = (Y ?—

X3Q(X, Y) + YA(X) + B(X) avec A et B dans C[X] et Q € C[X, Y]. Comme P(T?% T3 = 0il vient

T3A(T 2 + B(T 2 = 0. En considérant |es puissances paires et impaires de ce polyndme on obtient immédiatement

A=B=0.Ains Ker ¢ =(Y?-X?3).

Déterminons maintenant Iimagede . Si P(X, Y) = > a X'Y! onag(P)= ) a T?** etdoncletermeenT est
S i,]20

nul. Réciproguement si P € C[T] asontermeen T nul il sécrit P = Y a, T +> a,,,,T

k>0 k>1

Zasz”:co(Zaw jetZazm e [Zazm “YJ doncimp={> aT"/a =0}.

k>0 k>0 k>1 k>1 k>0

2k+1 etona

En passant ¢ au quotient on obtient un isomorphisme de C[X, Y]/( 'Y *—X®) dans Im ¢ et on peut donc identifier A et
Ime.

Im ¢ est intégre car inclus dans I'anneau intégre C[T] et par conséquent A est integre.
D'aprés 111/ b/ I'anneau A est noethérien donc il vérifie la propriété (E).

Or A ne vérifie paslapropriété (U) caronaT = T3T 3= T 2T ?T ? et comme T n'appartient pasalm ¢, T? et T *sont
irréductibles.

Vil Carrés d’un corps
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Soit Fq le corps (unique a un isomorphisme pres) a g = p" éléments (voir cours) avec p premier et n e IN*.
On pose :

F? ={x e Fq/3yeFqtel quex=y% et F2*=F? -{0}.
a/ Si p = 2 montrer que qu = Fq4 (considérer lhomomorphisme de Frébenius).

g+l

b/ Si p > 2 montrer que |F;’| = et |F ¥ = qT—l (considérer ’lhomomorphisme de groupes de F dans

2 F i 2
F, qui a x associe x°).

q-1

c/ Endéduirequesip>2ona : X e qu* o x? =1, puis que :

1 eF* o q=1(4)

d/ Montrer qu'il y-a une infinité de nombres premiers de la forme 1 + 4k (k € IN).

(Raisonner par I'absurde : s’il n’en existe qu’'un nombre fini soit n le plus grand d’entre eux et p un nombre
premier divisant (n!)?> + 1; on ap >n + 1 et dans Z/pZ. : (n!)* = 4; donc -1 est un carré et donc p = 1 (4)).

a/ Si p=2onagq= 2" soit I'homomorphisme de Frébenius x > x?. C'est un isomorphisme de corps de Fq dans lui-
méme d'aprés |'exercice 14, donc F? = F,

b/ Soit ¢ I'nomomorphisme injectif de groupes multiplicatifsde F, dans F? qui ax associex” (c'est bien un
homomorphisme F, étant commutatif car fini). Cherchons son noyau : onax € Ker g ssi x* = 1, soit

(x=1)(x+1) =0, soit x=+ 1. Commep # 20n al -1 donc Ker ¢ adeux ééments. En passant ¢ au quotient on

obtient un isomorphisme de groupes de Fq* /Ker ¢ dans qu* donc Card qu* = Card Fq* 2= qT—l Comme

Fy = F2u{0onaCad F’ = ——+1=

q
a1
o/ Soitx e F7 . Il existey e F, tel quex=y? donc x 2 =y** = 1 (le groupe multiplicatif F, ayant q—1 éléments),
a1 _
donc tout élément de qu* est solution de I'équation polynomiale X 2 =1. Or cette équation aau plus qu solutions

9-1
2

et Card F = qT—l donc F;” est I'ensemble des solutions de cette équation. Onadoncx € F’* < x2 =1

_ _at 1
Onadonc: -1 € F2* & (-1)2 =1 & qT pair < q=1(4).

d/ Supposons que |'ensemble des nombres premiers de laforme 1 + 4k (k € IN) soit fini. Soit n le plus grand de ces
nombres. Soit p un nombre premier divisant (n!)? + 1. Onap > n (sinon p divise (n!)? , donc p divise 1), et modulo p

ona: (n!)2+1=6, soit (n!)2 =—1, donc p est un nombre premier de laforme 1 + 4k d'aprés 2/ ce qui est impossible
carp>n.

vill] Anneau de Gauss; somme de deux carrés

SoitA=Z[i]={a+ib/aetb e Z}.

a/ Montrer que A est un anneau commutatif, intégre, isomorphe a Z[X]/(X* + 1) (considérer le morphisme
d’anneaux P — P(i) de Z[X] dans A).

b/ Montrer que z=a + ib — a—ib est un automorphisme d’anneau de A.

c/ Soit N I'application z — zZ = a’ + b? de A dans IN. Montrer que pour tous zetz’de Aon a:
N(zz’) = N(z)N(z') etque N(z) =0 < z=0.

d/ Précisez A*, groupe des éléments inversibles de A.
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e/Montrerque :Vze A, Vte A—{0}, 3ge Aetdr e Atelsque z=1tq + r et N(r) < N(t).

En déduire que A est euclidien (donc principal).

On pose = ={n e IN/ 3(a, b) € INxIN avec n = a + b?}.

f/ Montrer que si n = 3 (4) alors n ¢ X (indication : un carré est congru a 0 ou 1 modulo 4).
g/ Montrer que X est stable par multiplication.

h/ Si p est un nombre premier, montrerque :p e X < p=1(4)

(indication : montrer d’'abord que : p € £ < p non irréductible dans Z[i] puis raisonner ensuite dans
Z[i]/(p) isomorphe & (Z/pZ.) [X])/(X* + 1) en utilisant VII).

i/ En déduire que sin € IN-{0, 1} et n= H pV“(”) sa décomposition en produit de facteurs premiers on a:
peP

neX < Vp(n)estpair pour p =3 (4).

a/ On montre facilement que A = Z[i] est un sous-anneau intégre de C. D'autre part |'application ¢ de Z[X] dans C qui
a P associe P(i) est un morphisme surjectif d'anneaux. Soit P e Z[X]; on écrit P = (X* + 1)Q + aX + b avec Q € Z[X]
et (a, b) e Z? (division euclidiennede P par X*+ 1) etonaP € Ker ¢ssi P()) =0ssiai + b=0ss a=b=0. Ains
Ker o= (X? + 1)Q et en passant ¢ au quotient on obtient un isomorphisme de Z[X]/(X? + 1) dans A.

b/ Vérification facile.
c/ Pour zet Z dans Aon aN(zz) = |2 = |2P°.|Zf = N(2).N(Z), et N(2) =0 ssi |7 =0 ssi z= 0.

d/ Soit z € Ainversibledans A. Il existeZ € Atel que zZ = 1, donc N(zZ) = 1, soit N(2N(Z) =1 d'ouN(2) =1 (car
N(2) et N(Z) appartiennent aIN). Si z=a+ib ((a; b) € Z? onobtienta®+ b= 1, soita=+ 1letb=+ 1. Comme+ 1
et +i sont inversiblesdansAonaA* ={-4, 1, —i, i}.

e/ Prouvons d'abord le lemme: soit z e C*; il existe o € Atel que |z— | < 1. En effet s z=x + iy, soient a et b des
entiers relatifs les plus prochesde x et y. Ona|x—a| < 1/2 et |y — b| < 1/2, d'oti z—(a + ib)P = (x—a)? + (y —b)? <

(1/2)% + (U/2)? = U2, soit |z— o] < 212 <1 avec a=a+ib.

Soient maintenant z e Aett € A—{0}. D'apréslelemmeil existe q € Atel que |zt —q| < 1, soit |z—qt| < |t|. En posant
r=z—tqonauraz=tqg+r et N(r) < N(t). || enrésulte que A est un anneau euclidien (avec v = N).

f/ Un carré étant congru 40 ou 1 modulo 4 onaa®+ b?=0, 1ou 2 (4). Doncsi n=3(4) dorsn ¢ X.

g/ Soient n = a” + b* et m= ¢® + d” appartenant 43 (avec a, b, c et d dansIN). On a(a +ib) (c +id) = (ac —
bd) + i(ad + bc) et en prenant le carré du module des deux membresil vient mn = (a® + b%)( ¢ + d?)

= (ac —bd)? + (ad + bc)?, donc mn € =.

h/ Soit p un nombre premier. Si p € X alorsp = a + b’ (a et b dans IN), donc p = (a + ib)(a—ib) et N(a + ib) = N(a—
ib) =p>1,donca+ibeta—ibnesont pasinversibles donc p n'est pas irréductible dans A. Réciprogquement si p n'est
pasirréductible dans A, il existe u et v non inversibles dans A tels que p = u.v, donc p? = N(u)N(v). Comme u et v sont
irréductibles dans A on aN(u) et N(v) > 1, donc, p étant premier, on ap = N(u) = N(v) et p appartient a X.

Onadonc: p € £ < pnonirréductible dans A = ZJ[i] < l'idéa (p) non premier dans A (car A est principal) <
Z[X]/(X? + 1)/(p) non intégre < (Z/pZ)[X]/(X? + 1) non intégre < X* + 1 non irréductible dans (Z/pZ)[X] <
X2 + 1 aau moins une racine dans Z/pZ < —1 est un carré dans le corps Z/pZ < p= 1 (4) (daprésVIl/).

i/ Si vp(n) est pair pour p=3 (4) il estclair quen € X daprésg/ et h/.

Réciproguement soit p un nombre premier congru a 3 modulo 4 considérons pour m appartenant aIN la propriété
P(m) : "V n e Z, vp(n) est pair vy(n) < m". Montrons par récurrence m cette propriété. P(0) est vraie. Supposons |la
propriété P(K) vraie pour k < m et soit n appartenant a X tel que vp(n) = m+ 1. Onavy(n) > 0 donc p divise
n=a’+b?=(a+ib)(a—ib). Or p est irréductible dans A d'aprés h/ donc p divise a + ib ou p divisea —ib (lemme

dEuclide). Si pdivisea +ibaorsa+ib = p.u (avec u e A) donc a + b? = p2.N(u), donc p? divisen = a® + b et
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n/p® = N(u) e =. Comme v,(n/p) = vi(n) =2 < m, d'aprés I'hypothése de récurrence vi(n) —2 est pair donc V,(n) auss

ce qui achéve larécurrence.

[IX] Anneau Z[ 2]
On pose Q[v2]={r+rv2 /retr e Q}.

1°/ Soit N I'application de Q[v2] dans R quiaz = r+r/2 (retr dans Q) associe N(z) = | =21
Montrer que cette application est bien définie et que pour tous z et z’ de A on a : N(zz') = N(z)N(z2)),
N(z/z’) = N(z)IN(z’) (siz'#0) et (N(z) =0 < z =0).

2°/ Montrer que Q[+/2] est un sous-corps de R.
On poseAzl[\/E]z{a+b\/§/aetb e Z}.
3°/ Montrer que A est un anneau commutatif, intégre, isomorphe a Z[X]/(X* —2) (s'inspirer du V).

4°/ Montrer que pour tout x € A ettouty € A —{0} il existe (g, r) € AxA tel que :
x =yq + ravec N(r) < N(y).

(indication : déterminer g € A tel que N[i - q] <1).
y

A est donc un anneau euclidien. Le couple (g, r)est-il unique ?
5°/ Le but de la question est de déterminer A*, ensemble des éléments inversibles de A.
a/ Montrer que z € A* < N(z) = 1.
OnposeJ={x e A*/x>0}etK={x € A*/ x> 1}
b/ Montrer que K ={a + b2 e A*/aeth e IN*}. Montrer que le minimum de K est 1 + J2.
¢/ Montrer que K = {(1 + \/E)” /' n e IN} (indication : si x € K considérer I'entier naturel n tel que
1+ V2)" <x<(1++2)™ silinégalité est stricte aboutir & une contradiction en divisant par (1 + +/2)").
d/ En déduire enfin que J = {(1 + v2)"/ n e Z} puis que A* = { £(1 + ~/2)"/n e Z}.
e/ Application : résoudre dans ZxZ. les équations :
() x*-2y?=1;
(i) x*—2y*=.

1°/ Montrons d'abord que pour tout z appartenant aQ[\/E ] il existe un couple unique (r, r') derationnels tel que
z=r+r'v2. Eneffetsi=r+r'vy2 = :p+p'J§ avecr, r', p et p' appartenant Q, on en déduit, si r' = o',

J2= ' '—pl , Ce qui est impossible car V2 nest pasrationnel, doncr' = o, puisr = p. L'application N est donc bien
p'—r

définie. Sionpose Z =r — r'v2 (pour z=r + r'\/E) alorsN(2) = [z Z | d'ouil résulte que N(z.Z) = N(2).N(Z) pour
touszet Z de Q[/2].

D'autre part, s N(2) = 0 (avec z=r +r'~/2 ), onar?—2r2=0, et si r' = 0 on en déduit 2 = r%r' ce qui est absurde car
J2 estirrationnel. Onadonc ' = 0, d'oii r = 0. On adonc, pour tout zde Q[v/2], N(z) =0 ss z= 0.

Siz=r+r'v2 e Q[v/2] est non nul ondonc N(z) = N(Z) = [r?—2r?| = 0donc Z = O et

(1) ET 11 1 1
z\ z

1 ! —Hrlﬁ:[%j,d‘ou N(ljz — ——— . Il enrésulte, avec larelation
N(z.Z) = N(2).N(2), que N(ZZ) = N(2)/ N(Z) pour z e Q[v2] et Z € Q[2]-{0}.

Z 112 ri-ar? z ZEZEZN(Z)
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2°/ On montre facilement que Q[ /2 ] est un sous-anneau de R. Deplussi z=r +'v/2 e Q[v/2] {0}, alors N(2) =
[F>—2r?#0et i1 I’2— ' \/52 e Q[+/2], donc Q[+/2] est un sous-corps de IR.

z r+r'J2 r?-2r

3°/ On vérifie facilement que A est un sous-anneau de R. Comme dans |'exercice précédent, on considére le
morphisme d'anneaux surjectif ¢ de Z[X] dans A qui & P associe P(~/2 ). En écrivant

P=(X*-2)Q+aX+bavec Q € Z[X] et (a, b) € Z? (division euclidienne de P par X* —2) on montre que
Ker o= (X*—2) (idéal engendré par X? —2) et en passant ¢ au quotient on obtient un isomorphisme de Z[X]/( X* —2)
dans A.

4°/ On procéde comme al'exercice précédent : si z= X + Y2 (avec X et Y rationnels), soient a et b des entiersrelatifs
lesplus prochesde X et Y. OnalX—a| < /2 et |[Y —b| < 1/2, doti N(z—(a + b/2)) = (X —a)? -2(Y —b)?| <
(1/2)% + 2.(1/2)? = 3/4, soit N(z— ) < 3/4< lavecq=a+b~/2 e A Il enrésultequesi x e Aety e A—{0} , il existe

_ N(x—
g e Atel que N(f—qj <1, soit N[X qy]: (l\)l(( ;‘y)<1ou N(x—yq) < N(y). S onposer =x—yqg, ona
y y y

x=yqg+r et N(r) <N(y).
Lecouple (g, r) n'est pas unique : par exemple pour x = 1/2 et y = 1 les couples (1/2, 0) et (0, 1/2) conviennent.

5°/al Si ze A*, il existeZ dansAtel quezz = 1. Donc N(zZ) = N(1) = 1, soit N(2) = 1 (car N(2) et N(Z)
appartiennent aIN).
Réciproquement siN(z) =1 avecze A dorsz Z =1, et comme Z € A, zest inversible dans A.

b/ On aclairement {a + by2 e A*/aetb e IN*} < K. Réciproquement soit x € K. Il existe (a, b) € Z*tel que
x=a+b+/2 etdaprés5/ a/ N(x) = 1, donc [a> —2b? = 1. Clairement a et b sont non nuls (si a= 0 alors 2b% = 1,
impossible et s b= 0alorsa’ = 1, donc a = 1, impossible car x > 1). Supposonsa<0etb>0.Ona(a+b+/2).(-
a+by/2)=|a2-2b%=1.Ora+b+/2 >1(carx € K) et—a+b+/2 >1 (car —aet b appartiennent aIN*), d'otl
absurdité. Sia>0et b < 0onademéme(a+b+/2).(a—b~/2)=[a?—2b% =1 et c'est aussi impossible car a + b+/2

et a—b+/2 sont tous deux strictement supérieurs & 1. on adonc a et b strictement positifsdonc K = {a + b/2 e A*/
aetb e IN*}.

Pour tout x dansK onadonc x> 1+ /2. Comme 1+ +/2 e K(car N(L+ +2)=1)onal+ 2 =MinK.

¢/ Comme 1+ +/2 estinversiblealors (1 + /2 )" aussi pour tout entier naturel n et est > 1 donc (1 + +/2)" e K soit
{1+ +2)"/ne N} cK.

Réciproguement soit x € K. Soit I'entier naturel n tel que (1 + \/5)“ <x<(1+ \/5)“+1 (nexigte car x > 1 et lasuite
(1+ 2) tend versl'infini). Si (1 + v2)"<x < (1+ v2)" dorsonaurait 1< — >~ <1+ /2. Or xet

(1++2)
a+ x/E)“ sont inversibles donc Lﬂ auss donc on aurait Ln e Ket Ln < 1lcequi estimpossible
(1+v2) (1+v2) (1+v2)

car 1+ +/2 =MinK.Onadoncx=(1+ +/2)"etains K={(1+ +/2)"/n e IN}.
d/SineZona(l+ +2) inversibleet > 0 donc clest un dément deJdonc {(1+ v/2)"/ne Z} c J.

Réciproquement soit x e J, distinct de 1. Si x> 1 alorsx e K donc x sécrit (a+ b+/2 )" avec n, aet b dansIN. Si
0<x<1, dors1/xestinversibledans A et > 1, donc on ade méme 1/x=(a + b\/i)“ avecn, a et b dansIN, soit
X =(a+b+/2)™ FindementonabienJ={(1+ V2)"/ne Z}.

D'autre par on ax € A* ssi X ou—x appartient aJ donc A* = {+(1+ +/2)"/n e Z}.
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e si (x,Y) € Z? vérifient ¢ —2y? =+ 1, dorsz=x+y~/2 € A*, doncz=+(1 + +/2)" (avec n € Z). Réciproquement

n

S x+yy2 =+(1++/2)", onaxt—2y* = (1+ x/E)n.(1+ x/E)n = [(1+ \/E).(l+ \/E)} =(-1"

Les solutions de (i) sont donc les couples (x, y) € Z* avecx+yJ§ =+(1+ «/E)”et n pair, et les solutions de (ii) sont
donc les couples (x, y) € Z? avec X + y~/2 = +(1+ /2 )" et nimpair.

Soit A un anneau commutatif. A quelle condition nécessaire et suffisante sur A est-il vrai que pour tout
entier naturel non nul n, tout polynébme de A[X] de degré n admet n racines au plus ?

(Réponse : A est intégre; si A n'est pas intégre et si a et b sont des diviseurs de 0, considérer le polyndme
(X —a)(X —b)).

Si A est integre on |e plonge dans son corps des fractions K. Dans K[X] tout polynéme de degré n non nul aau plusn
racines donc le résultat est vrai aussi dans A[X].

Réciproquement si A n'est pas integreil existe deux élémentsa et b non nulstelsquea.b=0. Si a= b dorsle
polyndme (X —a)(X —b) apour racinesa, b et 0. Sia=bonaa’= 0 et le polynéme (X — a)? = X* —2 aX a pour racines
a, 2a et 0.

Critere d’irréductibilité d’Eisenstein

Soit A un anneau factoriel, K son corps des fractions et P(X) = a, X" + ... + ap € A[X]. On suppose qu'il
existe un élément irréductible p de A tel que :

() p ne divise pas ay;

@i)vie{o,1,..,n-1}, pdivise a;

(iii) p? ne divise pas ay.

Montrer que P est irréductible dans K[X] (donc dans A[X] si pgcd(a) = 1).
Applications :

Si p est premier, XP* + XP? .. + X + 1 est irréductible dans Z[X];

X* + 1 est irréductible dans Z[X] (poser X = Y + 1).

On écrit P = uZakxk , U étant un pgcd des coefficients a, ..., a, de P. Comme p ne divise pas a, alors p ne divise
k=0

pas u. D'aprées le lemme d'Euclide, comme p divise ay, ..., a, alors p divise «, ..., an €t p2 ne divise pas ap. Comme u
est inversible dans K on peut donc se ramener au cas ou u = 1. Supposons que P ne soit pas irréductible dans K[ X]

B 4
donc dans A[X] (3.2, lemme 2 du théoréme de Gauiss). Il existe alors deux éléments > b, X et Y ¢ X* deA[X] tels
k=0 k=0

B b4 k
queP(X) = Y b X*.> ¢ X" avecs>0,7>0, f+y=neta= Y be.

k=0 k=0 i=0

On au.ay = bocp. Comme p divise ap alors p divise bacy donc p divise by ou p divise co. Si par exemple p divise by alors
p ne divise par ¢, car p? ne divise pas a.

Posonsm = Max{k/ p divise by, by, ... , by}.

Supposons que M< f. ONn aam«1 = be1Co + b€y + bra G2 + ... + boCer. ONam+ 1 < f<ndonc p divise

am+1 (hypothese (ii)) et p divise by, by, ... , by donc p divise b1Co. Comme p ne divise pas ¢, alors p divise by, ce qui
est contraire ala définition dem. Ains m= get p divise by, by, ..., b,. Or a, = b,c, donc p divise a, ce qui contredit
I'hypothése (i).

Applications : Posons X = Y + 1. Comme (X —1)( X" + XP2? + ... + 1) = X" -1, dlors
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Y+1)P -1 _
X+ X2+ +1= Yy -t Z[PJY”. Commepestpremierpdivise(pj pour 1<i<p-1, et p*ne

p
Y | i
i=1

P _
divise pas [Ej = p, donc le polynéme Z[ :OJY"l est irréductible dans QY] et donc dans Z[Y] car les coefficients

sont premiers entre eux. || en résulte immédiatement que X! + XP2 + ... + 1 est irréductible dans Z[X].

Demémeenposant X=Y+ 1onaX*+1=2+4Y+6Y?+4Y+ Y* etlesconditions (i), (ii) et (iii) sont satisfaites
avecp=2.

XI1 | Résultant de deux polyndmes

1°/ CN : s P et Q ne sont pas premiers entres eux il ont un diviseur commun R de degré > 1, donc il existe deux
polynémesP; et Q; telsque P = PIRet Q= QR AlorsPQ; —QP;=0etd°Ql < gq-letd’Pl<p-1

CS: supposons que A et B existent et que P et Q soient premiers entre eux. Comme AP = —BQ, P divise BQ

donc d'aprés le théoreme de Gauss P divise B ce qui est absurde car d°B < p—1 et B non nul.

2°/ Le (i) et le (ii) résultent immédiatement des propriétés des déterminants.

(@) < (b) : P et Q nesont premiers entre eux ssi il existe d'apres 1°/ deux polynémes non nuls A et B tels que d°A < g
-1, d°B<p-1e AP+ BQ=0,i.e. ®rg(A, B) =00u drg n'est pasinjective ce qui équivaut ares(P, Q) = 0.
3°/a/Pour 0 <i < p-1 effectuonsladivision euclidienne de X'Q(X) par P(X) : il existe deux polynéme S et R tels

que XQ(X) = S(X)P(X) + R(X) avec d°R < p d'oll #o( Q(X)X')) = R(x). Lamatrice de ¥, danslabase b est donc est
celle du systéme (Ry, Ry, ... , Rys) danslabase (1, X, ..., X*?).

D'autre part on a: res(P, Q) = det(PX™, ..., P, QX**, ..., Q) (danslabase (X""**, ..., 1)). Par combinaison linéaire de
colonneson ares(P, Q) = det(PX‘H, .y P, Ro1, ..., Ro). Par suiteon a:

0
g’ ou A est une matrice triangulaire inférieure dont les é éments diagonaux valent apet B est

A
res(P, Q) = ‘c

lamatrice de Yo danslabase b. Onadonc : res(P, Q) = a] det( 7).

b/ (i) S P =X-«a lereste deladivision euclidienne d'un polyndme U par P est U(«) donc le classe de U dans
K[X]/(P) est U(a) et ¥qest définie par ¥o(U ) = Q(a)U(«). Le déterminant de Yo dans labase b est donc Q(«) d'oul le
(i) d'apres la propriété précédente.

(i) Résulte du fait que Por= oo ¥k et delapropriété du 3/ al.
(iii) On ad'apres les propriétés précédentes :
p

res(P, Q) = (1) “res(Q, P) = (1) "res(Q, a,[ [(X ~&;)) =

i=1
p p

a) (-2)" [ [res(Q. X ~a) = (~1)" (-1)"" ] [res(X ~a, Q)= [ Q)
dou le (iii).
On en déduit facilement laderniere formule.

4°/ Résulte facilement de la continuité du résultant de deux polynémes.

X111 ]1°/ Comme ¢(d) = 0 la condition suffisante est évidente.

Supposons Iy # & et soit X € ['y. X engendre un groupe <x> de cardinal d et tout éément y de <x> vérifiey* = 1 (voir
chapitre " Groupes"). Or dans un corps le polynéme X —1 aau plus d racines, comme tout éément de <x> est racine
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de ce polyndme les é éments de <x> sont exactement les racines de ce polynéme, soit <x> = E4. Ainsi Eq4 est I'unique
sous-groupe cyclique de G d'ordre d (isomorphe a Z/dZ.). Les éléments de IT'y sont donc les générateurs de ce sous-
groupe et ils sont au nombre de ¢(d) (en effet un élément x € Z/dZ avec 0 < x < d—1 engendre Z/dZ ssi x est
premier avec d). Donc [['y| = ¢(d).
2°/ Si x est un élément de G sont ordre est un diviseur de n donc x appartient aun I'y avec d/n d'ou G = Ul"d . Comme
d/n

Iyl = @ pour d = d cette union est disjointe donc |G| = > '|Ty| soitn=>"|Iy].

d/n d/n

3°/ D'autrepartonan = Zq)(d) (voir exercice complémentaire VII1). Comme [[y] < ¢(d) pour tout d d'aprés 1/ on a
d/n

nécessairement |T'y| = ¢(d) pour tout diviseur d de n, et en particulier [T'n| = ¢(n) = 0. G posséde ains au moins un
élément d'ordre n donc G est cyclique.

Application : (Z/pZ)* = ZIpZ -0} (car Z/pZ. est un corps pour p premier) donc (Z./pZ.)* est un groupe cyclique de
cardinal p—1 donc isomorphe a Z/(p-1) Z.

4°/ Soit x e G dont I'ordre est le ppmc . des ordres des éléments de G. Tous les éléments du groupe <x> engendré par
x sont solution de X* = 1. Le polyndme X —1 ayant au plus y racine et <x> étant de cardinal 1, <x> est |'ensemble
des zéros de ce polynéme. Maissi y € G est d'ordred on ay® = 1 donc y* = 1 (car x est multiple de d). Tout &ément
de G est racine de X = 1, par conséquent G = <x> et G est cyclique.
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