1.3 Cas des fonctions de plusieurs variables
Définition 1 : si E = R" ou C", on dit que f est une fonction de plusieurs variables.

Sia=(ay, ..., ay) € Ulesnfonctions fi: t > f(ay, ..., @iy, t, @1, -, @n) (i € {1, ..., n}) sont appelées fonctions
partielles au point a.

Si f est définie dans un ouvert de K", les fonctions f; sont définies dans un ouvert de K.

Définition 2 : on appelle j-iéme dérivée partielle de f en a la dérivée, lorsqu'elle existe, de la fonction partielle fj en a;.

On la note Djf(a) ou j—f(a)ou 2 jf(a). C'est un élément de F. Par définition on a donc :
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f(a,,...a,,,a +h,..a,)-f(a,..a,,a5,.a,)
h :

Definition 3 : si f admet une j-iéme dérivée partielle en tout point de U, I'application D; : U — F qui a a € U associe
Djf(a) s'appelle j-ieme dérivée partielle de f dans U.

Dff(a) = lim

On la note aussi j—f ou J;f. Cest donc une application de U dans F.
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Proposition : si f est différentiable au point a, alors f admet au point a n dérivées partielles Djf(a) (1 < j <n) et de plus
on a pour tout élément (hy, ..., h,) de K" :

L Of
df(a)(hy, ..., hy) = Z—(a)hk .
i 0%,
Si on note (dxy) (1 <k < n) la base duale de la base canonique de IR" la formule précédente peut s'écrire :
dfa) = > v, 2 (a).
a 0%
Démonstration : (e;) désignant la base canonique de K" on a pour |h| suffisamment petitet 1 <j<n:
f(ay, ..., @j-1, @ + h, @jsq, ..., &n) = f(a) + df(a)(he;) + o(h).
Soit f(ay, ..., a1, & + h, @1, ..., &) = f(a) + h.df(a)(g;) + o(h).

Il s'ensuit que f admet une dérivée j-ieme dérivée partielle en a et j—f(a) = df(a)(e;). Comme
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dfa(hy, ..., he) = >_h, df (a)(e, ) on obtient la formule annoncée.

k=1

Remarques :

La réciproque est fausse. Par exemple si E = IR?, F = R et f définie par f(x, y) = XY g (x,y) # (0, 0) et f(0, 0) = 0.
X

2+y2

Comme f(x, x) = 1/2 pour x = 0 f n'est pas continue en (0, 0) donc pas différentiable en (0; 0); pourtant f admet des
dérivées partielles nulles en 0 (les deux fonctions partielles en (0; 0) étant nulles).

Si (&) (1 <k <n) est la base canonique de IR" on a df(a)(ex) = % (a).
k

CasouE=IR"et F=1IR":onaalors f=(fy, ..., f,) ou les fonctions f de U dans IR sont différentiables en a (d'aprés
1.2) et df(a) = (dfi(a), ..., df,(a)). La matrice de d(f)(a) dans les bases canoniques de IR" et de IR” est donc d'apres la




of of
S S o S
2 n
of of of
i idore: | 5@ 5@ - SE@)| (o .
euxiéme remarque précédente : | X X, oX, = a—x(a) . Elle est appelée matrice
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jacobienne de f en a et se note Ji(a).



