1.4 Cas d'une fonction de la variable complexe

Soit U un ouvert de C et f une application de U dans C.

Appliquons la définition de la différentiabilité avec K = C : f est différentiable en zy € U ssi il existe une fonction C—
linéaire L telle que f(zo + w) = f(z) + L(w) + o(jw]). Comme L est C-linéaire on aL(w) = wL(1). En posant

f(z+w) - (%)
w

L(1) =1 e C, on obtient f(z + w) = f(z) + [.w + o(jw]). Celaest équivalent adire que tend vers|

guand w tend vers 0. Donc :

(2, + W) - £(2,)
w

f est C-différentiable au point zy € U ssi le quotient

aune limite finie qguand w (complexe) tend

vers 0. On note f '(z) cette limite et on dit que f est holomor phe au point z,.

Exercice 2
Onidentifie C aIR? Lafonction f sidentifie alafonction F définie par F(x, y) = f(x + iy). Posons
F(x,y) = (P(x,y), Q(x, y)), donc f = P +iQ.
1°/ Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) f est holomorphe en z, = Xo + iyo;

(i) F est différentiable au point (Xo, Yo) €t de plus Z—P(x0 Yo) =@(xo, Yo) €t
X

oy

P
oy

Q

(% yo)=—5(><o, Yo)

(conditions de Cauchy-Riemann).

Calculer dorslejacobien de F en (xo, Yo) €t son déterminant.
2°/ Soit f lafonction définie par f(2) = Zakzk , lasérie éant convergente pour |7 < R (R> 0). Montrer quef est
k>0

holomorphe dansledisqueD ={z € C/ |7 <R} et pour tout zde D, f'(2) = Z ka, zZ“*" .
k>1

Une fonction f définie dans un ouvert D de C est analytique dans D si pour tour z, de D il existe un disque de centre z,

derayonr > 0inclus dans D dans lequel on ait f(2) = Z a .z . Le 2°/ de I'exercice précédent montre que toute fonction
k>0

analytique dans D est holomorphe dans D. La question suivante donne une réciproque si f est de plus C.

3°/ Montrer que toute fonction holomorphe de classe C' dans un ouvert U de € est analytique (donc indéfiniment

+00 f (n) n ) )
dérivable dans D d'apres 2°/). De plusf(2) = Z#( z-a) etsi U=C, lerayon de convergence de cette série est
n!

n=0

égale a+ . Lasituation est donc tout afait différente de cellede IR.

4°/ Déduire du 3/ le théoréme d'Alembert-Gauss : tout polynéme non constant de € admet au moins une racine dans
C.
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