1.5 Différentielle d'une fonction composée

Soient E, F et G trois espaces vectoriels et deux applicationsfetg,f: UcE — Fetg:VcF— G (U etV ouverts de
E et F). Soit a € U; on suppose que f(a) € V.

Théoreme : avec les notations précédentes, si f est différentiable en a et si g est différentiable en f(a) alors g o f est
différentiable enaetona:

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a) (égalité dans L(E, G).

Remarquons que la fonction g o f est définie dans un voisinage de a (f étant continue en a puisque différentiable, f(V)
est un voisinage de a, donc il existe un ouvert U' de E tel que U' = U n (V) et g o f est définie sur U").

Démonstration : posons b = f(a). Par hypotheses il existe une fonction « telle que pour touth € Eaveca+h € U:
f(a + h) = f(a) + df(a)(h) + ||h||.a(h) avec Lirrga(h)= o(0)=0. (1)

De méme il existe une fonction Ztelle que pour toutl e Favecb +1 € V:
g(b +1)=g(b) + dg(b)(I) + || 1]l.A(1) avec lim s(h)= #(0) =0. (2)

df(a) étant continue, on a LILTJ df(a)(h) = 0, donc pour ||h|| suffisamment petit on a df(a)(h) + ||h||.«(h) € V, et d'apres (2)
on peut alors écrire :
g(f(a+h)) = g(b) + dg(b)(df(a)(h) + [Ill.a(h) ) + || df(@)(h) + [Ihll.e(h) [I.A df(@)(h) + [Ih]l.a(h)).
Soit: g(f(at+h)) = g(b) + dg(b)( df(a)(h)) + R(h), 3)
avec R(h) = [|h|.dg(b)(a(h)) + || df(a)(h) + [[h[l.a(h) [|. A df(@)(h) + [Ih]].a(h)).
Ona: || df(a)(h) + [Ihll.a(h) || < || df(@)IL-[Ihll + [Ihll.[|e(h) ||, d'ou :
IR < IRl [l dg(B)(adM)I] + || df(@)I] + [leth) I - | A df(@)(h) + [Ih]l. eh))I]]

Les fonction «, 3, dg(b) et df(a) tendant vers 0 quand h tend vers 0, on en déduit que R(h) = o(h), d'aprés (3), que g o f
est différentiable en a et que d(g o f)(a) = dg(b) o df(a) (qui est une application linéaire continue comme composeée de
deux applications linéaires continues).

Exemple : soit f différentiable dans un ouvert U, a et b deux points de U tels que le segment [ab] =

{(1-tja+th/t e [0; 1]} soit inclus dans U. Soit ¢ l'application t — f((1 — t)a + tb) de [0; 1] dans F. U étant ouvert il

est clair qu'elle est définie sur un intervalle ouvert contenant [0; 1]. Pour tout t de [0; 1] I'application

y:t—> (1-ta+tb =t(b-a)+ aest différentiable et V h € R d(t)(h) = h(b —a) (car t — t(b — a) est linéaire donc

égale a sa différentielle). D'apres le théoréme précédent ¢ est différentiable pour tout t de [0; 1] et :
de(t)(h) = df((1 - t)a + tb)(h(b — a)) = hdf((1 - t)a + tb)( b — a), ou ¢'(t) = df((1 - t)a + tb)( b — a) (élément de F).

Casou E =1R : en prenant I'image de 1 on obtient (voir 1.1) :
(9o f)(a) =dg(f(@)(f'(@)) (e G).
CasouE=R"et F=R"etG =R :onaalors:
g* =gof 1 (X, o, Xn) > g(Fi(X1, oo s Xn), v, fp(Xa, - , X)) OU les fonctions f, vont de U < R" dans R et g de RP dans

A

R. La matrice jacobienne de g* en a est le produit des matrices jacobiennes (—(f(a))} de dg en f(a) et de celle
i

<j<p

[%(f(a))] de df en a. En effectuant ce produit on trouve :

j I<i<p

1<j<n



Sionposey; =fi, ..., yp = f,, On peut retenir cette derniere formule sous la forme :

0 P
W = Za—g(yl, yp)% (pour 1 <i <n, les yi étant des fonctions de n variables Xy, ..., X,).
i k=1 k i

9 désigne la dérivée partielle de g par rapport a la k-ieme variable.

k

Exemple : f étant une fonction différentiable dans IR® soit la fonction g : (x, y) — f(cosx -y, x* +siny, 3x + y?). On
a, en posant y; = CoS X —Y, y, = X° +sinyet, y; = 3x + y°:
&Y

. of of of
—= (X, ¥)==SINX—(VY;, Vo, Yo ) + 2X—( Y1, Yo, Yo ) +3—(V1s V>, V2 ) -
aX( ) ayl( 1 2 3) 8y2( 1 2 3) 5')/3( 1 2 3)

Application : gradient d'une fonction.

Soit f une fonction différentiable d'un ouvert U de IR? dans RR.

af A

&(Xo’yo)
Le vecteur grad f(X,,Y,)= of s'appelle gradient de

E(Xo’yo)

—>
grad f(M)

fau point (xo, Yo) € U.

Soit (C,) la courbe du plan d'équation implicite f(x, y) = a
(équipotentielles de f). Supposons qu'elle admette des

X =u(t)

y =Vv(t)

dérivables sur un intervalle réel I. Pour toutt de | on a
f(u(t), v(t)) = a. En dérivant les deux membres par rapport a t on obtient d'apres la formule précédente :

v

équations paramétriques { , U et v étant des fonctions o

of of
—(u(t),v(t))u'(t) +—(u(t),v(t))v't)=0.
o L0+ o) vV
- ~(u'(t
Cela signifie qu'en tout point de la courbe (C) le vecteur grad f est orthogonal au vecteur V[:ét;j , vecteur

directeur de la tangente a (C,) au point M(u(t), v(t)).

Conclusion : en tout point de U le vecteur grad f est orthogonal aux équipotentielles f(x, y) = a de f.



