2.4 Cas général

Théoréme des accr oissementsfinis : soit f une fonction d'un ouvert U d'un espace vectoriel E dans un espace
vectoriel F. Soient a et b appartenants a U tels que le segment [a: b] soit inclus dans U. On suppose que f est continue
sur [ab] et admet en tout point de Jab[ une différentielletelleque: IM e R / V & € ]abl, ||df(d)| < M.

Alors : [ff(a) - f(b)|| < Mlja—b].

(lanorme de df(¢) est subordonnée aux normes de E et F). Ladémonstration utilise le

Lemme: soient aet b desréels(a<b), f: [a; b] > F (espace vectoriel) et g:[a; b] — R deux application continues
dérivablessur Jab[ tellesque: VvVt e ]ab[, |If'®)|<d1).

Alorsona : |[f(b) —f(a)|| < g(b) — g(a).

Démonstration du lemme : fixons &> 0 dans IR. Soit ¢ |'application de [a; b] dans R qui at associe |[f(t) —f(a)|| —
9(t) +9(a) — &t - a).
Soit E I'ensemble dest appartenant a[a; b] tels que ¢(t) < &.

E est non vide car a € E. Posons ¢ = Sup E et montrons que ¢ = b. On aura le résultat voulu en remplacant t par b dans
I'inégalité ¢(t) < ¢ puis en faisant tendre ¢ vers 0.

Onac>a (eneffet g éant continue sur [a; b] et p(a) =0onag(t) < spoura<t<a+ «, avec a>0).
Onac € E (en effet E est un fermé de [a; b] comme image réciproque du fermé]—« ; ] de R par ¢ continue).

Supposons que ¢ = b. Onaaorsc e Ja; b[. Comme f et g sont dérivablesen c il existet € ]c; b] tels que::

‘ t(t)-f(c)

t-c

Compte tenu de I'hypothése ||f '(t)|| < g'(t) ces deux inégalitésimpliquent :

[If(t) — f(c)ll < g(t) — g(c) + &t —c).
D'autre part, commec € E,ona:

[If(c) —f(a)ll < g(c) —g(a) + &lc—a) + &
Ces deux derniére inégalités donnent, compte tenu de I'inégalité triangulaire :

[If(t) — (@)l < g(t) —9(a) + &t —a) + &
On en déduit quet € E, ce qui est absurde car ¢ = Sup E et t > ¢, ce qui achéve la démonstration du lemme.
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Démonstration du théoréme : on applique le lemme en prenant i : t > f(a + t(b —a)) de[0; 1] dansF, qui est bien
définie (car [a; b] = F), continue sur [0; 1] comme composée de fonctions continues, et dérivable sur 10; 1] de dérivée
df(a + t(b—a))(b—a). Comme || df(a+t(b—a))(b—a)| < || df(a + t(b—a))|.||b—al| < M.||b—a], en prenant pour g la
fonctiont — M.||b—al|.t on abtient : ||y(1) — w(0)|| < M|lb—a|

d'ou le théoréme.
Exercice7
R 2. _ 1. 1 : .
Montrer le systeme dansIR“ : x = Esm(x +y),y= Ecos(x—y) aune unique solution.
Remarque : supposons f de classe C*sur U I'application ¢(t) = f((1 —t)a + th)) est de classe C* sur [a; b] et de dérivée
df((1 —t)a + tb)(b —a), donc on a ¢(1) — p(0) = jo df ((1—t)a+tb).(b— a)dt =f(b) —f(a). S on pose

M = S[up] ||df(&)]| on obtient : |f(b) —f(a)|| < j;de (1-t)a+tb).(b-a)|dt < f:de (1-t)a~+tb)|Jo-a ot
elab

< MJlb-all.


https://Maths-Corsica.fr/AgregInterne/CalculDiff/ex7.pdf

On obtient ainsi un énoncé du théoreme des accroissements finis avec des hypotheses un peu plus fortes mais de
démonstration beaucoup plus facile et suffisant dans la plupart des cas.



