
3.2 Cas des fonctions de plusieurs variables
Prenons ici E = rn et (e1, ... , en) sa base canonique.

Proposition : si f est deux fois différentiable en a ∈ U alors f possède des dérivées partielles en a jusqu'à l'ordre 2 et
on a, pour tout i et j de {1, ... , n} :
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On a donc pour tous h = (h1, ... , hn) et k = (k1, ... , kn) de Kn :
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Démonstration : on a : df(a + h) – df(a) = d2f(a)(h) + o(h)  (o(h) ∈ L(rn, F)).

Pour j ∈ {1, ... , n} on a donc : df(a + h)(ej) – df(a)(ej) = d2f(a)(h)(ej) + o(h)  (ici o(h) ∈ F),

soit, en posant h = ∑
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On a donc pour i ∈ {1, ... , n} : ( )a
xx
f

ji∂∂
∂ 2

 =  d2f(a)(ei, ej).

Corollaire : si f est deux fois différentiable en a ∈ U alors d2f(a) est une application bilinéaire symétrique de rn.

Démonstration : résulte du théorème de Schwarz.

Proposition : f est de classe C2 dans U ssi f possède des dérivées partielles continues jusqu'à l'ordre 2.

Démonstration : résulte du second théorème du 2.3.1.

Généralisation : si f est p fois différentiable en a ∈ U alors f possède des dérivées partielles en a jusqu'à l'ordre p et on

a, pour tous i1, ... , ip de {1, ... , n} :   ( )
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Pour toute permutation σ de {1, ... , p} on a : ( )
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 sont les composantes de dpf(a) dans la base canonique de Lp(E, F) et dpf(a) est une application p

linéaire symétrique.


