1.1 Définitions

Un ensemble G muni d’une loi de composition interne * est un groupe ssi :
(i) * est associative

(ii) * possede un élément neutre e

(i) tout élément de G admet un symétrique pour laloi *

Si laloi * est commutative on dit que le groupe G est commutatif ou abélien. On note en général laloi du
groupe multiplicativement : x * y = x.y = xy; le symétrique d’ un élément x se note alors x™* et I’ édément neutre e.
Si le groupe est commutatif on note additivement laloi : x * y = x +y; le symétrique d’ un éément x se note dans
cecas—Xx et I’ élément neutre O.

On peut définir dans un groupe X" par récurrenceen posant X’ = eet X" =xX"xsne NetxX"=(x")*sin e Z.
On notation additive on définirait de méme nx pour n € Z.

Exemples: (Z, +), (R, +), (IR*, x) sont des groupes commutatifs.

(S(E), 0), ou S(E) désigne I’ ensembl e des bijections de I’ ensemble E dans lui-méme, est un groupe, non
commutatif s Card E > 3, appel € groupe symétrique. On note S, pour E={1, ..., n}.

1°/ Dans Z larelation R, définiepar : xR,y < 3k € Z/x—y= kn (oun est un entier relatif donné) est une
relation d’ équivalence (appel ée « congruence modulo n »); on note x =y (n). L’ ensemble quotient se note Z/nZ.
(ensemble des entiers relatifs modulo n) et possede |n| élémentssi n = 0.

2°/ Montrer que cette relation est compatible avec I’ addition et la multiplication et que (Z/nZ. , +) est un groupe
commutatif.

3°/ Montrer que (Z/nZ —{ 0}, X) est un groupe ssi n est un nombre premier.

4°/ On note Z/nZ * I’ ensembl e des éléments inversibles de Z/nZ. Montrer que si n est distinct de 1, (Z/nZ *,
X) est un groupe commutatif.

Exercice 2

Soit & une figure du plan. Montrer que I’ ensemble des isométries du plan laissant & globalement invariante est
un groupe pour la composition des applications.

Trouver tous les groupes a 2, 3 et 4 éléments (dresser leur table de composition).

Exercice4

Sait (G, .) un groupe et aun élément de G. Montrer que les applications &, et 7, de G dans G définie par dy(X) =
ax et y,(x) = xa pour tout x de G sont bijectives (4, €t 7, sont appel ées respectivement translations & gauche et
trandations a droite).

Application : si p est un nombre premier et si a est un entier naturel premier avec p aorsona:
a™* =1(p) (Théoréme de Fermat) (raisonner dansle groupe (Z/pZ —{ 0}, X)).

Soit p un entier naturel > 2. Montrer que :

p premier < (p—1)! +1 =0 (p) (Théoréeme de Wilson) (pour la condition nécessaire rechercher dans
ZIpZ, |es ééments égauix aleur inverse puis considérer 1x 2x...x p—1).
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