2.2 Relations d’équivalences compatibles avec la loi d’un groupe

L e théoreme suivant donne toutes | es relations d’ équival ences compatibles a gauche ou a droite avec laloi d’un
groupe :

Theéoréme: lesrelation d’ équivalences Ry (respectivement Ry) compatibles a gauche (respectivement a droite)
avec laloi du groupe G sont celle définies par :

V(X y) €GxG : XRyy « X'y € H (respectivement x Ryy < xy* € H)
ou H est un sous-groupe donné de G.

Démonstration : Soit ~ une relation d’ équivalence sur G compatible a gauche avec laloi du groupe G. Si x~y
aorsx*x ~ X1y soit X'y ~ eou encore X'y € €, classedee. D’autrepart e € € donc € est non videet si x ety
appartiennent & e on ax ~ edonc e~ x* (en composant & gauche par X*); commey ~ eon ade mémex*y ~ x*
soit X'y~ e cest-&dire x*y € €.€ est donc un sous-groupe de G.

Réciproguement si H est sous-groupe de G on voit facilement que larelation dans G définie par x ~ y ssi X~
'y € H est une relation d’ équivalence compatible & gauche avec laloi du groupe.

De méme pour les relations d’ équivalences compatible a droite avec laloi du groupe.

Si H est un sous-groupe de G on note Ry (respectivement Ry) larelation d’ équivalence définie par : xRy < X+
y € H (respectivement x Ryy < xy* € H).

Laclasse suivant Ry d'un éément ade G est :
a={xeG/aRy} ={xeG/a'xeH} ={x=ah/h e H}

noté aH et appelé classe a gauche suivant H.

Deméme, suivant Ry, laclassedeaest a = { x=ha/h € H} noté Ha et appelé classe a droite suivant H.
On note enfin (G/H)4 et (G/H)4 les ensemble quotients G/Ry et G/Ry.

Pour tous éléments a et b de G les ensembles H, aH et Hb sont en bijection. En particulier ils ont méme nombre
d éémentssi H est fini.

Les ensembles quotients (G/H)4 et (G/H)4sont en bijection. Si ces ensembles sont finisils ont donc méme
nombre d’ éléments noté [G:H] et appelé indice de H dans G.

1°/ Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Montrer que le cardina de H divise le cardinal de G
(Théoréme de Lagrange). Plus précisément : Card G = Card H x [G:H] (voir exercice 16).

En bref « |’ ordre d’ un sous-groupe divise I’ ordre du groupe ».
(indication : considérer larelation d' équivalence Ry et utiliser I’ exercice 15).
2°/ En déduire que dans un groupe fini de cardinal n I'ordre d'un élément divise n.

On peut maintenant préciser toutes les relations d’ équival ences compatibles avec laloi d’ un groupe ce qui
répond ala premiére question :

Théoréme: lesrelations d équivalences ~ compatibles avec laloi du groupe G sont celle définies par :
V(XY €GxG : x~y < X'y eH

ou H est un sous-groupe de G vérifiant, pour tout ade G : aH = Ha.


https://Maths-Corsica.fr/AgregInterne/Groupes/ex15.pdf
https://Maths-Corsica.fr/AgregInterne/Groupes/ex16.pdf
https://Maths-Corsica.fr/AgregInterne/Groupes/ex17.pdf

Démonstration : soit ~ une relation d’ équivalence compatible avec laloi du groupe G. D’ apres |e théoréme
précédent il existe des sous-groupes H et H’ tesque x ~ y équivaut ax™y € Het xy* € H’. Laclassede
I’élément neutre est égaleaH et aH’ donc H = H'. Laclasse detout a de G est alors égale aaH et aHa donc
aH = Ha pour tout a de G.

Réciproquement s aH = Ha pour tout a de G les relations d'équivalences Ry et Ry compatibles a gauche et a
droites suivant le groupe H coincident (car elles ont les méme classes).



