2.4 Groupes guotients

Théoreme: si H est un sous-groupe distingué du groupe G alors I’ ensemble quotient G/H muni delaloi
quotient est un groupe.

Ladémonstration est évidente.
Ce groupe est appelé groupe quotient de G par H.

Exercice 18 f
Un morphisme de groupesf: G — G’ admet pour décomposition canonique : Gﬁ G
ot f (définiepar f (X)=f(x) : voir préliminaires) est un isomorphisme de s i
groupes.
Exercice 19 ™
G/Ker(f) —» f(G)
Ona: Int(G) < Aut(G) (voir exercice 12). F

On appelle centred’ un groupe G I'ensemble Z(G) ={a € G/ V x € G, ax = xa} (i.e|’ensemble de éléments de
G qui commutent avec tous les autres). Montrer que Z(G) < G.

Montrer que A, (ensemble des permutations paires de S,, ¢’ est-a-dire I’ ensembl es des permutations de signature
+ 1) est un sous-groupe distingué de S, de cardina n!/2 (A, est appel é groupe alterné) (utiliser la décomposition
canonique de la signature).

Exercice 22

On appelle groupe dérivé de G |e sous-groupe de G engendré par |es ééments de laforme xyx™y™ et on le note
D(G). Montrer que D(G) < G et que G/D(G) est commutatif.

Montrer que si H est un sous-groupe distingué de G tel que G/H soit commutatif alors D(G) < H.
(G/D(G)) est ainsi le plus « gros » groupe quotient qui soit commultatif).

Un groupe G est dit simple S'il n’a pas d' autres sous-groupes distingués que les triviaux { e} et G.
Montrer que Z/pZ. est smple ssi p est premier.

Remar gue : on peut démontrer que A,est simplesi n > 5 (voir exercice 21).
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