3.1 Définitions
Un groupe G est monogéne ssi il existe un élément a de G qui engendre G.
OnalorsG={a"/ n € Z} en notation multiplicativeet G={na/n € Z} en notation additive.

Un groupe fini et monogeéne est dit cyclique.

Remarqgues:
un groupe d’ordre n est cyclique ssi il admet au moins un éément d’ ordre n;

un groupe monogene est commutatif.

Exemples:

Z. est monogene (ses générateurs sont 1 ou -1);

ZInZ. est cyclique; p engendre Z/nZ ssi p est premier avec n;

s n >3, § n'est pas cyclique car non commutatif .

Exercice 24

Un produit de deux groupes cycliques est cyclique ssi leurs ordres sont premiers entre eux.

Montrer que les sous-groupes finis de O*(IR?) (rotations vectorielles de ]RZ) sont cycliques. Plus précisément
O*(IR?) aun unique sous-groupe de cardinal n, isomorphe au groupe des isométries affines du plan qui invarie
un polygone régulier an cotés.

Exercice 26

Un groupe fini d' ordre premier est cyclique (donc commutatif).

(Indication : considérer le sous-groupe engendré par X # €).

Proposition : Soit G un groupe fini d' ordre n. Alors pour tout élément x de G :
X'=e

Démonstration : si x € G le sous-groupe <x> engendre par x est d'ordre g diviseur de n (théoreme de Lagrange,
Exercice 17) donc n=qq’; comme x est d'ordreqonax?=edoncx"= (x)? =" =e.

Remarque : en bref, dans un groupe fini, tout € ément est « racine de I’ unité » et tout é ément est d’ ordre fini.
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