1.3 Etude pratique de la convergence d'une suite ou d'une série :
1.3.1 Suitesréelles:
On utilise essentiellement les deux résultats suivants :

(i) Soit (un) une suite réelle croissante (resp. décroissante). Alors:
lim u, =Sup{u,} (resp. Inf{u,}),
N—+wo neN ne

et (u,) est convergente ssi elle est majorée (resp. minorée).

(ii) " Théoréme des gendarmes ™ : soient (X,), (Un), €t (y,) trois suites réelles telles (x,) et (y,) convergent versla
méme limite| et que pour nassez grand : X, < U, <Y, .Alors(u,) convergeversl.

(iii) Si pour nassez grand : X, < y,aors:
s (x,) divergevers+ o, (y,) aussi;
si (yn) divergevers—oc, (X,) aussi.

Démonstration : (i) Supposons (u,) croissante et majorée. Alors{u,/ n € IN} est une partie majorée de R qui
admet donc une borne supérieure M. Soit & > 0. D'aprés la caractérisation de la borne supérieureil existe N € IN
tel que: M — &< xy < M. Comme (X,) est croissante, pour n > Nonax, > Xy et commeM = Sup{un} on obtient

neN

M—¢& <X, <Mpourn> N.Donc limu, =Sup{u,}=M.

N—+0 neN

Si (un) N'est pas majoré, éant donné unréd A, il existe un entier naturel N tel que uy > A. La suite (u,) étant
croissante on au, > A pour n >N, donc la suite (uy,) divergevers + oc .

Idem si la suite (u,) est décroissante d’ou le (i).

L e reste des démonstrations, faciles, sont |aissées en exercice.

Xercice o

Etudier 1a convergence des suites suivantes :

n n 2 n
ou,=> zn C @V, = H(1+n—k2j (indication : pour x>0, x—X?s INA+x)< X) ; O w,= Z;#
p=

ke e+ k-1
(indication: =<1 ) @x=>1 ;@y=Y L.
p* p(p-1) =g = p

|Exercice 7 : suites adjacentes|

Deux suites (x,) et (y,) sont adjacentes si (x,) est croissante, (y,) est décroissante et si lim(y, —x,) = 0.

1°/ Montrer que deux suites adjacentes (x,) et (y,) convergent verslaméme limite |. Pour tout entier naturel non a
Xn <1 <y

2°/ Soit [a,; b, une suite décroissante de segments (i.e. V n € IN, [an1; bnet] < [an; by]) telle que lim (b, —a,) = 0.
Montrer que ("|[a,; b, ] est réduit aun point ("Théoréme des segments emboités").

n>0

. . e 1 1 1
3°/ Soient les suites (uy) et (v,) définiespour n > 1 par u, = l+i+5+'"+_' etv,= un+i|. Montrer que les
nl n.n!

suites (uy) et (v,) sont adjacentes et que leur limite commune est un nombre irrationnel.

4°/ Soient les suites (x,) et (yn) définies pour n > 1 par x, = Z%—Inn ey, = Z%—In(nJrl). Montrer que les

k=1 k=1
suites (x,) et (y,) sont adjacentes. Leur limite commune est la constant d'Euler, notée 5. On adonc :

Vv n e IN*, Zn:%—ln(nJrl)s;/sZn:%—lnn.

k=1 k=1

1.3.2 Sériesatermes positifs:
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Théoréme:
(i) Une série atermes positifs est convergente ssi ses sommes partielles sont bornées.

(i) Soient (x,) et (y») deux suitestelles positives telles que pour n assez grand : X, < Y. Alors:
* s >y, converge, > X, aussi;
* sl ) x, =+ adors Yy, =+w;
Démonstration : le (i) résulte du (i) de 1.3.1; le reste, facile, est laissé en exercice.
Corollaires: Soient (x,) et (y,) deux suites positives.
(i) Sixa=0(y,) etsi >y, converge, alors > x, converge;

(i) Si X~ ynalors Y x, et >y, sontde méme nature.

s . . X
(iii) Régle d' Alembert : on suppose que pour tout entier naturel n: x, > 0 et que lim—% =1 . Alors:
X

n

<1, > x, converge;
I>1, ) x, divergevers+ .

(iv) Régle de Cauchy : on suppose que Iimq/z =1|. Alors on ales mémes conclusions que pour laregle
d'Alembert.

Démonstration : (i) il existeNtel quen > N = x, = & Ynavec limg, =0. |l existeN'tel quen> N' = &, < 1.

Donc pour n > Max(N, N') on ax, < y, €t on conclut par le (i) du théoreme précédent.
(i) Demémeil existe N tel quen > N = X, = o Yo avec limg, =1. Il existeN'tel quen > N' = % <6y < g
Donc pour n > Max(N, N) ona: %yn <Xy < gyn et on conclut par le (ii) théoréme précédent.

Xp+1

Xp

(i) Sil <lilexistee>0tel quel + & <1. Il existeunentier Ntel quep> N= | —-¢ < <+ ¢ soit:

Xor1 < (I + &)X pour p= N. En multipliant membres a membres ces inégalitésdep = N anil vient, poun> N :
Xne1 < (1 + & Nx qui est le terme général d'une suite géométrique deraison | + ¢ € ]0; 1] et donc d'une
série convergente. On conclut par le (ii) du théoréme précédent.

Si | >1onconsidére £ > 0tel quel — &> 1 et ladémonstration est analogue.

(i) Sil<lilexistes>0tel quel + e<letil existeunentier Ntel quep> N= |—¢ < {/x, <l+ & Pourn=>
N on adonc x, < (I + &)" qui est leterme général d'une série convergente (série géométrique de raison € [0; 1[) d'ou
le résultat par le (ii) du théoréme précédent. Démonstration analogue si | > 1.

Remar ques: le principe de la démonstration des régles d'Alembert et de Cauchy consiste a comparer la série aune
série géomeétrique : ces régles ne peuvent donc sappliquer que pour une série convergente dont le terme général
tend vers zéro plus vite gu'une suite géométrique de raison q € [0; 1], ou pour une série divergente dont e terme
général tend vers + o plus vite qu'une suite géométrique de raison g > 1. Cela explique qu'elles ne sappliquent pas

par exemple aux séries de Riemann puisque q" = o(iJ pour o réel et q € [O; 1] et L o(q”) pour g > 1.
n“ n“

XErcice ©

Soit (x,) une suite atermes> O telleque lim —= =1. Alorslim 3/x_ =1 (ainsi si laregle d'Alembert a échouée, il
Xn

est inutile d'essayer celle de Cauchy). Etudier laréciproque.
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o I . . 1 {8
Applications : trouver lalimite des suites suivantes: §/C, ; o[ [(n+k) .
N Yo

Si lesregles d'Alembert et de Cauchy ont échouées on peut essayer la suivante :
Exercice 9 : Regle de Rabbe-Duhamel|

Soit (x,) une suite atermes> O telle que : g 2, o(lj .Alors:
X, n n

s a>1:) x, converge.

s a<l:) x, diverge

Application : nature de la série de terme général a, =

24 (2n-n).(2n) (on trouve Znt 1y 0(1]
35.--.(2n-1).(2n+1) a, 2n

donc lasérie diverge).
1.3.3 Sériesatermes quelconques :

Si Z X, €st une série atermes quelconques on essaie d'abord de voir si la série Z X, est absolument convergente

(1.2.2) en employant les méthodes du paragraphe précédent. Sinon on peut employer le critére de Cauchy ou la
regle d'‘Abel valables pour les séries quelconques :

Critére de Cauchy pour lesséries: unesérie ) x, est convergentessi

q q
2% 2%
k=p k=p

Ve>0,INelN/gqzp >N = < ¢g(ou < £ (x,) est une suite avaleurs dans R").

Démonstration : voir 11/
Rédle d'Abel : supposons que x, = &, Y» 0U (&) est une suite réelle et (y,) une suite complexes ou a valeurs dans
R" telles que:

(i) (&) est une suite décroissante;

(i) lim & =0;

q

D Ve

k=p

q
DV, <Asi(y) estavaeursdansR”) .

k=p

((i3AeR,ANeIN/g=2p =N = <A(ou

Alorslasérie Zgn y, est convergente. De plus on alamajoration :

q q
zgkyk Z‘gkyk
k=p k=p

Démonstration : On va utiliser le critére de Cauchy pour les séries.

q
Posonspour p< q:Xpq= Zekyk et Apg=Yp+t ...+ Y. Ona:
k=p

Ve =Apr—Agapourr > p+let:
Yo = App

On peut donc écrire:

Epvq = &Yp + Ep+1Yp+1 + ...+ &Yq

= &Pop t Gr1(Appri —Ppp) T o+ E(Apg — Ppga)

= App(& — &p+1) + Appra(Epr1 — p42) + oo + Apqa (&1 — &) + Apgq & (Latransformation que I'on vient d'effectuer
sappelle transformation d'Abel)).

On adonc, pour p > N et en tenant compte que (&,) est décroissante :


https://Maths-Corsica.fr/AgregInterne/Suitesdenombres/ex9.pdf

[ 5l < WAupll-( = Gpea) + IAppiall-(Gprs = 902 + oo + [Apgall-(ga — 20) + dll- &
SA(G—Grt Gri—Euat ..t — &t &)
=Asg.
Soit ¢> 0. Il existeun entier N' tel quen> N = &, < gA. SIN" =Max(N, N')onapour N' <p<q: “qu“ <e&.
Par conséguent, d'aprés le critere de Cauchy, la série an y, est convergente.

Exemples d'applications:

series alternées: Z (-D"x, avec (x,) suite décroissante tendant vers zéro.

sériesde Fourier : ) a e™ ol (a,) suite décroissante tendant vers zéro et x # 2kz.

Soit Z X, une série convergente avec (X,) décroissante. Montrer que lim nx, = 0.

Remar que : pour étudier une suite (uy) il est parfois plus facile d'étudier la série de terme général Uneg — Un.
L 'exercice suivant en donne deux exemples :

1°/ Soit lasuite u, = n”e’“\/ﬁ . Montrer qu'il existe une constante K > 0 telle que u, ~ Kn! (indication : soit x, =

1. L. - X
nin""?e"; considérer la série de terme général In—1).
XI’]
ni

2°/ Etudier lasuitev, = n” -
(p+D(p+2)..(p+N)

ou pestunrée >0.
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