1.3 Critéres et conditions suffisantes de convergence uniforme :

Vu I'importance de la convergence uniforme on donne quelques criteres ou conditions suffisantes de telle convergence.
On donne d'abord une définition plus générale de cette notion :

1.3.1 Définition générale de la conver gence uniforme :

Soient X et Y deux espaces topologiques; E un espace métrique muni d'une distanced A une partiede Yet a A.On
dit qu'une fonction f de X x A dans E tend verslafonction ¢ de X dans E uniformément dans X quand y tend a avecy
e Ass :

V £>0,3V,voisinagedeate que: Vy e VanA vV X e X:d(f(x, y), oX) < &

(le voisinage V, de a ne dépend donc que de ¢ et pas de X).

Exemple: sionprend Y=IN U{+ o}, a=+oc, A=IN e, pour tout x de X et tout entier naturel n, f(x, n) = f,(x), on
retrouve la définition d'une suite de fonctions tendant vers ¢ uniformément dans X.

(lesensembles [N, + o] constituant une base de voisinage de +o).

1.3.2 Critérede Cauchy uniforme:

Avec les mémes notations que la définition précédente, on suppose de plus que E est un espace métrique complet. Une

fonction f de X x A dans E converge uniformément sur X vers une fonction ¢ de X dansE quand ytend aavecy € A
SS:

Y £>0,3V,voisinagedeatel que: Vy e VanA VY € VoA vV xe X: df(x, y), f(x, y) < e
Démonstration : elle utilise le

Lemme (Critére de Cauchy généralisé) : Soit Y un espace topologique, A une partiede Y, a € A et E un espace
meétrique complet. Une application g de A dans E admet une limite quand y tend versa avecy € Assi :

¥ £>0,3 Vavoisinagedeate que: Vy e VanA VY € VanA:d(gly), gy)) <e

Démonstration du lemme : Soit g vérifiant les conditions du lemme. Pour £= 1l existe un voisinage V; de atel que
pour tousy ety de V; N A d(g(y), a(y)) < 1. De méme, pour ¢ = 1/2, il existe un voisinage W, de a tel que pour tousy
ety deW, nA: d(g(y), 9(y)) < /2.Posons V, = Won\V;. On construit ainsi aisément par récurrence une suite V, (pour
n > 1) de voisinages de a, décroissante (pour l'inclusion), telle que :

Vye VinA VY eV,nA:dgy), giy)) <Ln.

Pour n> 1 soit X, € Vi, NA. Si p et g sont des entierstels que g > p > n on ax;, et X, & éments de VpnA puisque (V,) est
décroissante d'ou : d(g(Xp), 9(Xy)) < 1/p. Cette inégalité prouve que la suite (g(x.)) de E est de Cauchy, donc
convergente vers| de E et en passant alalimite quand ¢ tend vers + o« elle montre que pour tout p > 1, d(g(Xy), 1) <
1/p. Montrons que g tend vers| quand y tend versa, y € A. Soit £> 0. Il existe un entier r tel que 2/r < &.

Soity € V; m A; on écrit :
d(g(y), I) £ d(a(y), g(x)) + d(g(x), ) < Ur + Ur =2/r <. Donc lim g(y) =1.

y—ayeA
La condition nécessaire, facile, est laissée en exercice.
Fin de |la démonstration : supposons que f vérifie:
(*)V €>0,3 Vyvoisinagedeatel que: Vye VanA VY € Van AV xe X: df(xy), f(x, ¥)) < e

Fixons x : le lemme prouve que lafonctiony — f(X, y) admet une limite ¢(X) quand y tend versa, y € A. Dans (*)
faisonstendrey' vers a; on obtient :

vV £>0,3 Vavoisinagedeatel que: Vy e VanA, ¥V xe X: d(f(x,y), (X)) <&,



ce qui signifie que f tend vers ¢ quand y tend vers a, y € A, uniformément dans X.

La condition nécessaire, facile, est |aissée en exercice.

Comme dans I'exemple précédent, en prenant A = IN U{+«c}, a=+oc, A=1IN et successivement : f(x, n) = f,(x), puis

fxn) = 3 f,(x) on obtient
k=0

Corollaire: critéres de Cauchy uniforme pour les suites et séries de fonctions:

(i) Une suite (f,,) de fonctions de X (espace topologique) dans E, espace métrique complet converge uniformément dans
Xss:

Ve>0,INeINtelque: Vp=N,Vg2N,Vxe X:dfp(x), fq(X) < e

(ii) Soit (f,) une suite de fonctions de X (espace topologique) dans E, espace de Banach. La série de fonctions Z f, (%)
k=0

converge uniformément dans X ssi :

Ve>0,INeINtdque:Vp=N,vVQg=p VXxe X: <e.

> 1,0

(on obtient (ii) en considérant dans E |a distance associée alanorme || et définie par : d(x, y) = [[x-y|)).

1.3.3 Convergence normale:

Définition : Soit une suite (f,) de fonctions de X (espace topologique) dans E, espace de Banach. On dit que la série de

fonctions Z f. (X) est normalement convergente dans X si et seulement Sil existe une suite réelle (a,) telle que:
k=0

lasérie > a, estconvergenteet: vV ne N,V xe X: |f(X)]|<a.

Remarque: celaéquivaut adire que Sup
xeX

f,(x)| estleterme général d'une série convergente.

L'intérét des séries normalement convergentes est qu'elle donnent une condition suffisante de convergence uniforme

Théoréme: Avec les notations précédentes, si la série de fonctions Z f. (X) est normalement convergente dans X
k=0

aorséley est uniformément convergente.

Démonstration : soit & > O; d'aprés le critere de Cauchy pour les sériesréelles, il existe N € IN tel que: V p> N,

q
vgqzp: Zak < & Pour detels entiers on a, pour tout x de X :

k=p

> £,

fonctions.

q q
<Y f9<> a <& , doulerésultat grace au critére de Cauchy uniforme pour les séries de
k=p k=p

Donnons deux exemples d'applications :

Exercicel

Une série entiere de rayon de convergence R non nul converge normalement pour |z < p pour tout réel p € [0, K.

Exercice2


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Suitesfonctions/ex1.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Suitesfonctions/ex2.pdf

Soit f une fonction de classe C* dans IR, 27-périodique. Montrer que sa série de Fourier est normalement convergente
dansR.

1.3.4 Critered'Abdl :

Soit une série de fonctions de terme général f,(X) = &,(X)gn(X) ou (&,) est une suite de fonctions réelle, (g») une suite de
fonction de X (espace topol ogique) dans E (espace de Banach). On suppose::

(1) (&n(X)) est une suite décroissante de fonctions,

(i) limeg,(x) =0, uniformément sur X;
(iii) il existeun réel A> 0 et un entier naturel N tel que:
q
2,99
k=p

Vqgzp=2N,VxeX: <A

Alorslasérie de fonctions z f, (x) est uniformément convergente dans X.

De plus on alamajoration : < Agy(X).

35,99, (9

Démonstration : On va utiliser le critere de Cauchy uniforme pour les séries.

q
Posons pour p< q: Zpq= Zengn et Apg=0gpt+..*+0q-Ona:
k=p

O =Apr—Agrapourr>p+let:
O = App.

On peut donc écrire :

qu = &0t &abpa T ..+ &0q

= &P+ Epri(Pppe1 = App) + oo + &g(Apg — Apga)

= Aop(& — Gpr1) + Appr1(&p1 — Epr2) + oo + Apqa (851 — &) + Angé- (Latransformation que I'on vient d'effectuer
sappelle transformation d'Abel)).

On adonc, pour x € Xetg>p > N et en tenant compte que (&,) est décroissante :

2,0 < A (5 (9 - £ ()4 A, o (0209 - 25,0 00)+ [ Ay ¢ OO0 (%) - £ () + [ A, (W) (¥)
S Aep(X) — gpra(X) + pra(X) — EpraX) + .o F Eqa(X) — &(X) + &(X))

= A g(X).

Soit > 0. Il existe un entier N' tel que p > N' = &,(X) < A pour tout x de X d'aprés (ii).

Pour g>p>Max(N, N') et x e Xonadonc:

”Z 0a (x)“ < g d'ou lerésultat grace au critere de Cauchy uniforme.

Exercice 3

iNx

Sait (an) une suite réelle tendant vers 0 en décroissant. Montrer que la série Z a.e™ est uniformément convergente
sur tout intervalle fermé ne contenant pas 2kr (k € Z.).

1.3.5 Théoremede Dini :

Soit X un espace métrique compact et f, : X — IR une suite de fonctions. On suppose que chaque f, est continue, que
lasuite (f,,) est croissante et converge simplement sur X vers une fonction f continue. Alors lasuite (f,) converge
uniformément versf sur X.
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Démonstration : Soit £> 0. Pour tout t de X il existe un entier n(t) tel que pour n>n(t) ona:
0 < f(t) —fo(t) < &3 ((f,) étant croissante, f,(t) < f(t) pour tout t de X).

Commef et f,;) sont continues en't, il existe un voisinage ouvert V(t) det tel que pour tout t' de V(t) :
) — £(t)] < &/3 €t (1) — o (t)] < 213,

On en déduit facilement que pour tout t' de V(t) on a:
f(t) —fup(t) < &

Les V(t) forment un recouvrement ouvert de X compact, on peut donc en extraire un sous-recouvrement fini : V(ty),
V(ty), ..., V(tp). Posons N = Max(n(t)). Soitt € X; il existei € {1,..., p} tel quet e V(t;). Pour n>Nonaalors:

0 <f(t) —fu® <f(t) — ., (©) (car (f) croissante)

<e carte V().

Autre démonstration : Soit > 0 et considérons les ensembles Fr, = {x € X/ [fo(X) —f(X)] > &} . Comme les fonctions f,

et f sont continues, les ensembles F,, sont fermés, donc compacts en tant que fermés inclus dans un compact (voir

chapitre "Complément de topologie", 2.2, corollaire (ii)). Comme la suite (f,,) est croissante les ensembles F,, forment

une suite décroissante (V X € X, [fre1(X) — f(X)| = f(X) — frra(X) < F(X) —fo(X)). La suite (f,) convergeant simplement sur X

versfona ﬂ F, =9 et par conséguent il existe N € IN tel que Fy = & (chapitre "Complément de topologie”, exercice
n=0

5). Pour n> N et x € Xon aaors [f,(X) — f(X)| = f(X) —fn(X) < f(X) — fn(X) < & ce qui achéve la démonstration.

Exercice4

Sait (uy) la suite de fonctions polyndémes définie par récurrence par :
Vtel[0;1] : Una(t) = un(t) +% (t— U?(t)) et ug(t) = 0.

Montrer que (u,) converge uniformément sur [0; 1] vers Jt.
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