2.1 lim(lim)
2.1.1 Théoremegenéral : lim(lim)

Soient X et Y deux espaces topol ogiques, E un espace métrique complet, A et B deux parties de X et Y respectivement.
Soient (a,b)e AxB et unefonction f de A x B dans E. On suppose::

(i) IimA f(x,¥) =9(y), uniformément dans B;

(i) Iibm . f (X,y) = h(x) simplement dans A;
y—b,ye

Alors:
gaunelimitequand y tend versb, y € B;

h aune limite quand x tend vers a, X € A;

ces deux limites sont égales: lim ( lim f(x,y)jz lim (xlim f(x,y)).
y

X—a,xe A\ y—b,yeB —b,yeB X—a,xeA

Remarque : dansles conditions du Théoréme lalimite double ( I)in(w ) f(x,y) existe et est égale aux deux limites
X,y)—>(a,
(x,y)eAB
précédentes.
Démonstration : D'aprés (i) :
(1) Ve >0,3V, voisnagedeatel que: V xe VanA, Vye B:d(f(xy),ay) < e

Montrons d'abord que g aune limite quand y tend versb avecy € B. Pour cela employons e critére de Cauchy
généralisé. Fixons xq dans V,nA. D'apreés (i) et le critére de Cauchy généralisé appliqué af(xo, .) et (ii), il existe un
voisinage V,, de b tel que:

(2) pour tout y et y' de VB, on ait : d(f(xo, ¥): f(Xo, ¥)) < &
Ecrivons, pour y et y' éléments de V,"B :

d(a(y). a(y)) < d(g(y). f(xo, ¥)) + d(f(xa, y) + (X0, ¥)) + d(f(x0, ¥), 9(Y)).

Dans le deuxiéme membre, le premier et le troisiéme terme est majoré par ¢ d'aprés (1) et e deuxieme par ¢ d'apres
(2). Par conséguent pour y et y' éléments de VB :

3 d(g(y), 9(y")) < & Le critére de Cauchy généralisé montre que lafonction g aune limite | quand y tend versb, y
e B.

En passant I'inégalité du (1) alalimite quand y tend versb, y € B on obtient donc :
¥ £>0,3V, voisnagedeatel que: V x € V,nA d(h(X),) < ¢

donc: IimAh(x)z | D'ou le théoreme.

X—>a,Xe

Ecrivons : d(f(x, y), I) < d(f(x, y), g(y)) + d(g(y), 1). Enprenant x e VoAl vient d(f(x, y), g(y)) < ed'aprés (1). En
prenant y € V,B et en faisant tendrey' versb avec y' € B dans (3) on abtient d(g(y), ) < & Findlement d(f(x, y), 1) <
2spour X € VanA ety € VB ce qui donne le résultat de laremarque.

Corollairel

Soient (f,) une suite de fonctions de Y, espace topologique, dans E espace métrique complet; B une partiede Y et b
€ B . On suppose pour :

(i) Pour tout entier n, IibmB fa(X) = by;

(i) (f,) converge uniformément dans B versf.



Alorslasuite (b,) est convergente; lafonction f admet une limite quand x tend vers b avec ¢ € B et ces deux limites
sont égales: Iimef(x):Iimbn

Corollaire2

Soient (f,) une suite de fonctions de Y, espace topologique, dans E espace métrique complet; B une partiede Yetb e
B . On suppose pour :

(i) Pour tout entier n, f, est continue sur Y;
(i) (f,) converge uniformément dans Y versf.
Alorsf est continue sur Y.

En bref : "une limite uniforme de fonctions continues est continue".
2.1.2 Coroallaire 3 (lim(X))

Soient (f,) une suite de fonctions de Y, espace topol ogique, dans E espace de Banach; B une partiedeYetb € B . On
suppose :

(i) Pour tout entier naturel n : IibmB f,(x)=b,;

(ii) lasérie de fonctions Z f,(X) converge uniformément dans B.

Alors: xlibr,lls(; fn(x)) =>h,.

n>0
Démonstration : on applique |e théoréme précédent avec f(n, x) = > f, (x), X = INU{ac}, A=IN.
k=0

2.1.3Corollaire4
Soient (f,) une suite de fonctions de Y, espace topologique, dans E espace de Banach. On suppose :
(i) Pour tout entier n lafonction f,, est continue sur Y;
(i) lasérie de fonctions Z f,(X) converge uniformément dans'Y versf.
Alorslafonction f est continue sur Y.
Démonstration : résulte immédiatement du corollaire 2.
2.1.4 Exemples
Exercice 5

n.2n+l
Montrer que lasérie ZL est uniformément convergente sur [O; 1]. En déduire : z :
w0 2n+1 4 =2n+1

Exercice 6

Pour x> 1 on pose: &(X) = Zn—lx Montrer que: lim&(x) =1.

n>1

Exercice7

Soit C(X, E) I'espace vectoriel des fonctions continues de X , espace métrique compact, dans E espace de Banach muni
delanorme: | f|=Sup|f(x)| (norme de convergence uniforme). Montrer que C(X, E) est un espace de Banach.
xeX
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