2.3 (Z(2):
2.3.1 Théoréme

Soit ay, n une suite double d'un espace de Banach E. On suppose que Z(Z”am ||) <+ . Alorsona:

Zm:(zn:aman = Zﬂ:(zm:amnj quel'on note%;amn :

On démontre ce théoréme en 2.3.2 dans un cadre plus général.
2.3.2 Notion de famille sommable

Définition : soit | un ensemble quelconque et (a ), une famille d'ééments de E, espace de Banach et notons %y(1)
I'ensemble des parties finies de 1. On dit que lafamille (a,)_, est sommable desommeSe E ssi:

1) Ve>0,3Aec Pt que:Beg’f(l)etB:A:HS—za; <&

ieB

Considérons dans Pi(1){ «} latopologie définie de lafacon suivante : une partie © de P;(1)f{ «c} est ouverte ssi elle
ne contient pas oc ou alors si elle contient oc ainsi que tous les sur-ensembles d'une partie B finie de |. La définition (1)
signifie alors I'application A — Za1 de %(1) dans E a pour limite Squand A tend vers o« avec A € Py(1).

ieA

Dans ces conditions le critére de Cauchy sécrit :

Ve>0,3Ae P()tel que:Je Pl) et INA=T = <e

!

iel

Ondit que (a )_, est absolument sommable ssi lafamille (a ), deréels positifs est sommable. Dans ces conditions le
théoréme varésulter de deux lemmes:

lemme 1

Si une famille (a )_, d'ééments d'un espace de Banach est absolument sommable alors elle est sommable.

lemme 2 (sommation par paquets)

. sommable d'ééments d'un espace de Banach et (1, ), une partition deI. Alors pour tout k de
est sommable; s sasomme est by, la famille (b, ), est sommableet: > b => a .

keK iel

Soit une famille (a ),

keK
K lafamille (a,)

iely

démonstration du lemme 1 : résulte immédiatement de I'inégalité triangulaire et du critére de Cauchy.

démonstration du lemme 2 : montrons que lafamille (g, ),

_ est sommable. Soitk € K et £> 0. D'apres|le critere de

!

ieE

Cauchy il existe D une partie finie de | telle que pour toute partie finie E disjointede D :

haE!

ieE'

<¢.Pour E partie

finiede I, digointede D m I, on adonc <& . D'aprés|le critére de Cauchy lafamille (g )ielk est donc

sommable.

D'autre part Sdésignant la somme de lafamille (a, ).,

il existe une partie finie A de | telle que pour toute partie finie B
<g.
ieB

del tellequeBo A HS—Z@

Soit H={k e K/ Anly= Z}. A étant un ensemblefini, il en est de méme de H.

Soit H' une partie finie de K contenant H.



Posons p = Card H’. Pour tout k € K, lafamille (a,)

bk_zai

ieC

el étant sommable de somme by, il existe une partie fini By de I

telleque: Ce P(l)etCo>B = < dp.

Posonspour k e H' : Gy =By U (Ikn A), et A'= | JB, U(l, nA)=[JC, qui est une partie finie de 1. On adonc pour
keH keH

toutkdeH' : < &p (car Cy > By). On écrit :

bk_zai

ieCy

< + D a-9 <>
ieuC, keH*
keH'

b->a

ieC,

+>a -

ieUC,
keH'

=

keH'

>[b-2a)

keH* ieCy

Le premier terme du second membre est < p.&/p = ¢ et comme UCk - UCk = A' > Ale second terme du second
keH* keH

membreest < &.

Finalement on a < 2¢ pour toute partie finie H' de K contenant H : lafamille (by) est donc sommable de

S-b,

keH*
somme Sce qui achéve la démonstration du lemme 2.

Fin de la démonstration du théoréme : les hypotheses du théoréme montrent que les sommes Sy = Z |am,n ou A est

(mn)eA
une partie finie de INxIN sont bornées. Soit M la borne supérieure de ces sommes pour A parcourant les parties finies
de INxIN. £> 0 étant donnéiil existe une partie finie B de INxIN telle que: M — £ < S < M. Pour toute partie finieC
de INxIN contenant B on adonc :

M- < S< S <M, dol: M —S < & Lafamille (fa,, ) est ainsi sommable (de somme M) et lafamille

(amvn) est absolument sommable donc sommable (lemme 1). On conclut par le lemme 2.

Remarque: soit (a )., unefamille de réels positifs. Si les sommes partielles > a pour A partiefiniedel sont
ieA
bornées on montre de méme que lafamille (a,)_, est sommable de somme S= Sup > a . Silessommes partielles
AcPi (1) ieA

ne sont pas bornées on pose S= + oc . L'écriture Z a aains toujoursun senssi les g sont des réels positifs ou nuls.

iel
Exercice 10

al Soit (a, )

. une famille de réels positifset (1, )., une partition de . Montrer que l'on atoujours:

>a =Y >a .Enpaticulier sil existe une partition (1, ), del telleque >.> a =S< +o aorslafamille

iel keK el keKiel,

(a)) est sommableet > a =S

iel

b/ En déduire une généralisation du théoréme : s (a ) est une famille d'é éments d'un espace de Banach telle guil

iel

existe une partition (I, ), delavec > > |a <+ dors (a ), estsommable.

keKiel,

Exercice 11

Pour quelles valeurs de « lafamille ( avec (m, n) € INxIN est-elle sommable ?
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