2.4 lim())
2.4.1 Fonctions intégrables

Définition 1 : une fonction f positive continue par morceaux sur | est intégrable sur | ssi I'ensemble {I f /Jsegment
J

inclus dans |} est majoré.

On pose alors j f= Sup{j f /Jsegment inclus dans |}. On a:
| J

Propriété : Soit f une fonction positive continue par morceaux sur |.

(i) Soit (J,) une suite croissante de segments inclus dans | dont la réunion est égale a I. Alors f est intégrable sur | ssi la

suite I f est convergente.
Jn

n—oo
‘]n

On a alors : If =lim| f .
|

(i) f est intégrable sur | = (a, b) ssi l'intégrale J-: f est convergente. Alors I f =j: f.
|

Démonstration : (i) si f intégrable sur | alors pour tout n J f est majorée donc convergente puisque cette suite est
‘Jn

croissante. Réciproquement supposons que la suite I f soit est convergente. Pour tout intervalle J inclus dans | il
Jn

existe un intervalle J, tel que J < J, donc J- f< _[ f ce qui prouve que ’ensemble {j f /Jsegm ent inclus dans |} est
J J, J

major¢ (la suite j f étant majorée puisque convergente). Supposons que 1’une des deux conditions équivalentes
JI'l

précédentes soit vérifiée et posons | = 1imj f . L’inégalité précédente montre que I f <1, et en passant au sup sur les
n—oo
J, J

intervalles J inclus dans | on a f f <1 . D’autre part, par définition de I’intégrale de f, on a pour tout entier naturel n :
|

I f ij et passant a la limite | < jf et finalement | = I f.
| |

In |

b
(i1) L'intégrale I f est convergente ssi la suite J‘t% f (ou (an) et (b,) sont deux suites de |, (an) croissante et (by)
a a

décroissante convergeant respectivement vers a et b) est convergente, ssi I f converge, ce qui équivaut a dire que f
(abn)

b
est intégrable sur | d'aprés (i). Dans ce cas on a I f= limJ‘q f (d'apres (i)) = _[ f.
I n—ow da, a

Pour les fonctions a valeurs réelle ou complexes on pose :

Définition 2 : une fonction f a valeurs réelles ou complexes, continue par morceaux sur | est intégrable sur | ssi |f | est
intégrable sur .

Si f a valeurs réelle et posons f. = Sup(f, 0) et f= Sup(—f, 0). Alors f est intégrable ssi les fonctions (positives) f.et f_

sont intégrables (ce qui résulte de f_< f, +f_=|f | et f.<f, +f_=|f|). On pose alors J f =I f, —I f.
| | |

Si f est a valeurs complexe et de partie réelle et imaginaire f; et f, alors f est intégrable ssi f; et f, le sont

(ce qui résulte de I’encadrement [fi| < [f < | fi| +| | et [f <[f| <[ fi| +| ) eton pose [ f=[f +i[f,.
| | |

2.4.2 théoréeme (lim()))



| désigne un intervalle de IR borné ou non et non réduit a un point.

Théoréme 1 (de convergence monotone) : Soit (f,) une suite croissante de fonctions réelles continues par morceaux
et intégrables sur |, convergeant simplement vers une fonction f continue par morceaux sur I.

Alors f est intégrable sur | ssi la suite réelle (I f,) est majorée. Dans ce cas :
|

j.f =limJ. fn=Supjf
I [ o

Dans le théoréme suivant I’hypothése de monotonie est remplacée par une hypothése de domination :

Théoréme 2 (de convergence dominée) : Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles ou complexes, continues par
morceaux et intégrables sur |, et ¢ une fonction continue par morceaux. positive, intégrable sur |. Si (f,) converge
simplement vers une fonction f continue par morceaux sur l etsi: V nhe IN : [fy| < ¢ (hypothése de domination), alors
f est intégrable sur | et :

[f=tlim]f,
|

Remarque : dans les conditions du théoréme on a j| f- fn| — 0 i.e (f,) converge en moyenne vers f (en effet pour tout
|

entiernona: |f—f,| <2¢ eton a le résultat en appliquant le théoréme précédent a la suite |f —f ).

Le théoréme suivant est un théoréme « €lémentaire » ne faisant par intervenir les fonctions intégrables au sens
précédent :

Théoréme élémentaire : Soit | un intervalle compact de IR et (f,)) une suite de fonctions de | dans un espace de
Banach E continues par morceaux. On suppose que la suite (f,) converge vers f uniformément sur I. Alors "on peut
passer a la limite sous le signe somme" :

lim j f (x)dx = j f (x)dX.

Démonstration : résulte immédiatement de 1'inégalité :
jfn(x)dx—_[f(x)dx4 [/ £00)= £ Ofjebx < m(1 )Sup| f,(x)- f (x)
| |

ou M(I) désigne la longueur de I'intervalle I.

Exercice 12

Si la série Z a,€" converge uniformément vers f sur [0; 27] alors :
kez

2z
a, =LJ‘ f (xX)e"™dx pour tout k de Z.
27y

(ainsi z:akeikX est la série de Fourier de f, et les coefficients ax sont définis de fagon unique).
kez

2.4.3 Corollaire (2())
Le corollaire suivant est la traduction du théoréme 1 pour les séries :

Corollaire 1 (intégration termes a termes d'une série de fonctions positives) : Soit (f,) une suite de fonctions
réelles positives continues par morceaux et intégrables sur |, telle que la série Z f, converge simplement vers une

fonction f continue par morceaux sur .

Alors f est intégrable sur | ssi la série Z I f, est convergente. Dans ce cas :

n


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Suitesfonctions/ex12.pdf

Corollaire 2 (intégration termes a termes d'une série de fonctions) : Soit (f,) une suite de fonctions a valeurs réelles
ou complexes, continues par morceaux et intégrable sur | telle que la série Z f, converge simplement vers une

fonction f continue par morceaux sur .

Si la série Z_ﬂ fn| est convergente alors f est intégrable sur | et :
no

frosf
I no
De plusona: I|f|=||f||l <> |1l :Zj|fn|
| n no

n
Démonstration : posons gn = Inf (Z| fols| f |j ; (On) est une suite croissante convergeant simplement vers [f | (en effet s'il
k=0

N n
existe N tel que Z| fk(X)| > [f(X)| on a gn(X) = [f(X)| pour n > N sinon pour tout entier N, Z| fk(X)| < | f (X)| donc gn(X) =
k=0 k=0

n n
Z| fk(x)| etona: Z f (X)|< gn(X) < [f (X)] et gn(X) converge vers [f (X)|). De plus pour tout entier naturel n, g est
k=0 k=0
continue par morceaux et intégrable sur | car majorée par Z| fk| intégrable sur I.

k=0

Pour tout non a Jgn SIZH:| fk| :z”:“ fk| Si.“ fk|
| | k=0 k=0 | k=0

donc d'apres le théoréme de la convergence monotone f = lim g, est intégrable

surl etona lim.[ g,= H f | . Par passage a la limite dans l'inégalité précédente on obtient :
| |

It e

> f

k>n+1

< Z j| fn| d'ou:

k=n+1 |

En appliquant 1'inégalité précédente a la série de terme général (fy) .., il vient I
|

<
.f

0
ui v une séri v ui = .
i tend vers 0 comme reste d'une série convergente ce qui donne | f f,

I k=0

= ka

| k=n+1

2

k>n+1

<> JI8d

k>n+1 |

‘ljf—zn:jfk

k=0 |

Le théoréme suivant est un corollaire immédiat du cas élémentaire :

Corollaire 3 (intégration termes a termes d'une série de fonctions positives) : Soit | un intervalle compact de R et
() une suite de fonctions de | dans E espace de Banach continues par morceaux. On suppose que la série Z f,

n

converge uniformément sur |. Alors "on peut intégrer termes a termes" :
I(Z f, (x)jdx = Zj f (x)dx
1 \.n=0 n0 |

2.4.4 Corollaire (continuité d'une fonction définie par une intégrale) :

Le théoréme suivant est un corollaire du théoréme de convergence dominée.



Soit f une fonction de A x | dans IR ot A est une partie de R™.

Théoréme (continuité) : On suppose que pour tout X de A la fonction t > f(X, t) est intégrable sur | et que pour tout t
de | la fonction X > f(X, t) est continue. S'il existe une fonction ¢ continue par morceaux, positive, intégrable sur |
telle que :

V (x1) € Axl, [f(x 1) < @t)

alors la fonction g(x) = j f (x,t)dt est continue sur A.
|

Démonstration : soit a € A et considérons une suite (X,) d'éléments de A convergente vers a. Il s'agit de montrer que
0(xn) converge vers g(a) (V. chapitre « Suites et séries de nombres réels ou complexes »). Pour tout entier naturel n on

a:g(xn) = J f(x,,t)dt. D'apres les hypotheses les fonctions t > f(X,, t) sont intégrables pour tout n dans | et :
|

VnelNetVtel:[f(X,t)< ¢ot). De plus pour touttde | ona lim f(x,,t) = f(a,t) (car la fonction X - f(x, t) est

continue pour tout t de I). D'aprés le théoréme de la convergence dominée la suite g(X,) = J f (x,,t)dt converge vers
|

j f(a,t)dt=g(a) i.e. g est continue en a.
|

Comme précédemment on a aussi le cas élémentaire :

Théoréme « élémentaire » : Soit | un intervalle compact de IR et f une fonction de A x | dans E espace de Banach (A

est un ouvert de R") continue sur le produit A x |. Alors la fonction définie sur A par g(X) = I f(x,t)dt est continue sur
|

A

Démonstration : soit a € A et considérons une suite (X,) d'éléments de A convergente vers a. A étant ouvert il existe
une boule fermée B de centre a et de rayon > 0 incluse dans A. Il existe alors un entier N tel que n > N implique X, B.

f étant continue sur B x | qui est un compact comme produit de deux compacts, f y est uniformément continue. Etant
donné > 0 il existe donc o> 0 tel que :

()  Vtel,vxeBet|x-a|<a = |f(xt)-f@b)<e.
Comme X, — ail existe un entier N ' tel que n> N’ implique ||Xn - a“ <a.
Par suite pour N> Max(N, N)onad'aprés (1): V tel : || f(x,,t)— f(a,t)” <g

Cela signifie que la suite de fonctions t — f(X,, t) converge vers X — f(a, t) uniformément sur |. D'apreés le théoréme
élémentaire du 2.4.2 précédent I f(x,,t)dx —>I f (a,t)dx ce qui achéve la démonstration.
| |

Remarque : dans ce théoréme on demande la continuité de f(X, t) par rapport au deux variables x et t.



