2.5 ()
2.5.1 Théoréme d()) :
Laaussi on aun théoréme qui résulte du théoréme de convergence dominée et un autre élémentaire.

Théoréme (dérivation sousle signe somme) : Ici A est un intervalle de IR. On suppose que pour tout X de A la
k

fonctiont — f(x, t) est intégrable sur | et que Z—IexistesurAx | pour I<k<p. Sipour 1 <k<pil existe une
X

fonction ¢x continue par morceaux, positive, intégrable sur | telle que :
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aorslafonction g(x) = jf(x,t)dt est p foisdérivable sur | et pour tout kde{ I, ..., p} ettout xde A :
|
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Démonstration : montrons que g est dérivable sur A. Soit a appartenant a A et (h,) une suite d'éléments de R
convergeant vers O et telleque a + h, € A et h, = 0 pour tout entier naturel n. On a:
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Pour t fixé dans | et tout entier naturel n on a, d'aprés le théoréme des accroissements finis:
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Par hypothése, pour tout n entier naturel et tout t de | on adonc :
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Comme pour tout t de | lasuite

fa+h,t)-f(at)
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tend vers Z—f(a,t) quand n tend vers l'infini le théoréme de la
X
convergence dominée montre que (*) tend vers | —(a,t)dt quand n tend vers I'infini. Par conséquent g est dérivable
dominé * d Zf d d d I'infini. P; $ dérivabl
X
|

enaet:g(a)= j%(a,t)dt) .

|
On termine facilement par récurrence.

Théoreme" @émentaire”: Soit | unintervalle compact de R et €2 est un ouvert de R. Soit f une fonction Q2 x | dans
R qui a(x, t) associe f(x, t), continue sur le produit 2 x | et différentiable sur £2 par rapport a x pour tout t del. On
suppose de plus que f,' (X, t) est continue sur le produit 2 x I.

Alorslafonction g définie sur 22 par g(x) = '[ f (x,t)dt est différentiable sur 2 (et méme continlment différentiable) et
|
on peut "dériver sous le signe somme" :

Vxe 2 g0)=[fxtd.

Démonstration : soit X appartenant a £2; 2 étant ouvert il existe une boule fermée B de centre X, et derayonr >0
incluse dans €. Pour |h| < r on considére :
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Pour t fixé le théoréme des accroissements finis donne I'existence d'un réel & € ]0; 1 tel que:
f ht)— f t :
(X0+ ,r)] (XO’)ZfX(XO-i-fh,t),S)it:
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(D)

—f (%t) = f, (% +&ht) - fy'(xo,t).

f  étant continue sur le compact IxB elle y est uniformément continue. Etant donné &> 0 il existe donc > 0 tel que :
fo(xt)- fx'(xo,t)‘SS.

Pour |h| <Min(r, ) et pour tout x de £2on a donc d'apres (1) et (2) :

I f(x°+h’tr:_ ol £ (%.1)| <&, soit pour |h| < Min(r, @)

(2) Vtel, xeBet |[x-x|<a =

(*) < m(l)e oum(l) est lalongueur del.

(*) tend donc vers zéro quand h tend vers zéro.

2.5.2 Remarque:
Si Qest un ouvert de RP et si f posséde des dérivées partielles sur 2telles que j—f(x,t) soient continues sur le
X

produit 22 x | pour 1< k < p aorsle théoreme précédent et le corollaire 2.4.3 montrent que g a des dériveées partielles
continues dans 2 et donc que g est contindment différentiable dans 2.

Exercice 13

8 dx . 5 dx
Calculer IW en considérant ¢(y):jm.

a a

Exercice 14

B(Y)
Dans les conditions du théoreme calculer la dérivée de I f(x,y)dx ol « et 3 sont deux fonctions dérivables telles que
a(y)

pour tous x de |, a(x) et A(X) appartiennent al.
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