2.6 [(0)
Théoréme de Fubini (J())) :
Soient a, b, « et 4 quatre réels et f intégrable sur [a, b]x[«, A]. Alors :

f(ﬁ f(x, Y)dyjdx =fU f(x, y)dedy =[] f(xy)xdy.

[ab}a.5]

Démonstration : montrons la premiére égalité dans un le cas particulier ou f est continue sur [a, b]x[«, f]. Considérons

x( B B x
les fonctions A(x) = J'U f(u,y)dyjdu et z(X) = I(I f(u,y)dquy pour X e [a, b]. D'aprés 2.4.3 la fonction u

a\a a\ a

B B
> _[ f(u,y)dy est continue sur [a, b] et donc A est dérivable et A'(x) = j f(x,y)dy .

o

La fonctiong: (x,y) — J' f (u,y)du est continue sur [a, b]x[«, A]. En effet pour (x, y) et (x’, y’) appartenant a

[a, b]x[a, plona: lg(x, y) —a(X', Y) = lg(x, y) = g(x, y) + g(x, y) = 9(x', Y|

X X

= If(u,y)du+I(f(u,y)— f(u,y)du

X' a

< i|f(u,y]du+]|f(u,y)— f(u,y)du <Mjx—x]|+(b-a) Sup]|f(u,y)— f(u,y"),

uefa,b

ou M est un majorant > 0 de |f| sur [a, b]x[«, Al.

f étant uniformément continue sur [a, b]x[e, A] pour &> 0 donné il existe 7> 0 tel que :
ly-=yl<n = [f(u,y)-f(u,y’) < &b -a).

Onadonc |g(x, y) —g(X,y)| <2¢pour [x-X'|< &M et |y-y’|<n.

s
De plus %(x,y) = f(x, y), continue sur [a, b]x[e, 4], donc d'aprés 2.5.1 zest dérivable et z'(x) = jf(x,y)du (en

prolongeant f en une fonction continue sur [a, b] x J«’, b’[ avec ], b’[ < [a, b], pour satisfaire les hypothéses de

2.5.1). De plus A(a) = w(a) = 0 donc pour tout x de [a, b] A(x) = (x) et en particulier pour x = b d'ou I'égalité.



