3.3 approximation par des fonctions en escalier
3.3.1 Fonctionsréglées

Définition : une fonction f définie sur un intervalle | de R dans un espace vectoriel normé E est réglée ssi elle admet
une limite a gauche et a droite en tout point de .

Exemple : toute fonction continue est réglée ainsi que toute fonction monotone.
3.3.2 Théoreme (approximation des fonctions réglées par desfonctions en escalier)

Théoréme: unefonction f del'intervalle [a, b] de R dans un espace de Banach E est réglée ssi elle est limite uniforme
sur [a; b] d'une suite de fonctions en escaliers.

Rappelons qu'une fonction g est en escalier sur [a, b] ssi il existe une subdivision xg, Xy, ... , X, de [a; b] telle que g soit
constante sur chaque intervalle ]x;; X[ (les valeurs aux points x; sont quel conques).

Démonstration : condition suffisante : soit f limite uniforme d'une suite de fonctions g, en escaliers sur [a; b] et soit X
€ ]a, b]. Il est clair qu'une fonction en escaliers est réglée : soit y, lalimite de g, en x a gauche. L e théoréme général
dinterversion des limites (2.1.1) montre que la suite (y,) aune limite | quand n tend versl'infini et que

n—>+0o| t—>X
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lim f (x)= Iim(lim fn(t)j = |. De méme on montrerait que f a une limite a droite en x, et par conséquent f est réglée

sur [a, b.

Condition nécessaire : soit f une fonction réglée sur [a, b]. Montrons que pour tout & > 0 il existe une fonction en
escaliersg telle que:

Vtelab] : [[f(t) —g)|l < & (en prenant £ = 1/n on pourra construire ainsi une suite de fonctions g, en
escdierstelleque v t € [a; b] : | f(t)— g, (t)|<1/n, donc qui converge vers f uniformément sur [a; b]).
D'apreés le critére de Cauchy généralisé (lemme 1.3.2), pour tout t appartenant a[a, b] il existe desréels o et 4 tels que
o < t< ﬂ[ et:

tett, € o tln[ab] = | f(t) - f(t,)|<e

tett, el B[n[ab]=|ft)-ft,)<e.

L’intervalle [a, b] éant compact, du recouvrement ouvert |« ; AlN[a; b] de [a; b] on peut en extraire un sous-
recouvrement fini : et ; AlN[@; b] pour t appartenant a un ensemble fini J.

Considérons la subdivision de [a; b] constituée

- despoint o er £ del'intervalle [a; b] pourt € J;

- despointst pourt € J;

- despointsaetb.

On obtient ainsi une subdivision (a) (1 <i < p) de[a; b]. Soit g lafonction en escalier définie par :

g@)=fa)pour1<i<p et:viela,;al g(t)= f(%}
Pour tout t de[a; b] onaalors: ||f(t)-g(t)|<e doiilerésultat.
EXxercice 25

Soit R([a; b], E) I'espace vectoriel des fonctions réglées de [a; b] dans |'espace de Banach E et muni delanorme dela
convergence uniforme. Montrer que R([a; b], E) est un espace de Banach.

Remarque : le théoréme précédent indique que I'ensemble des fonctions en escaliers est dense dans R ([&; b], E)
muni de lanorme de la convergence uniforme.


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Suitesfonctions/ex25.pdf

3.3.3 Théoriedel'intégration desfonctionsréglées

On peut faire une théorie rapide et "économique" de I'intégration des fonctions réglées avaleursréelles : elle est moins
générale que lathéorie de Riemann mais elle est suffisante dans la plupart des cas usuels et elle permet d'obtenir trés
facilement tous les résultats essentiels. Tout cela en attendant la "bonne" théorie de I'intégration qui est celle de

L ebesgues.

On commence par définir I'intégrale des fonctions en escaliers: s f = Zai’ﬂ ou x, est lafonction caractéristique de
i=0

b n

I'intervalle I = (&, aj+1) avec (&) subdivision de [a; b], on pose : '[ f(t)dt = Z“i (a,, —a) et on montre que ce réel est
2 i=0

indépendant de la subdivision de [a; b] choisie. Si maintenant f est une fonction réglée sur [a; b] c'est lalimite

b b b
uniforme d'une stite de fonctions f, en escaliers. On pose: [ f(t)dt = lim [ f, (t)dt en montrant quelasuite | f,(t)dt

est convergente et que salimite est indépendant de la suite de fonctions en escaliersf, tendant versf. Toutes les
propriétés de I'intégrale des fonctions réglées sobtiennent alors immédiatement par passage alalimite a partir de ces
mémes propriétés pour les fonctions en escaliers.

On généralise immédiatement cette construction aux fonctions réglées d'un intervalle [a, b] de IR dans un espace de
Banach E.

EXxercice 26
Démontrer les propriétés usuelles de I'intégrale des fonctions réglées : linéarité, relation de Chasles, positivité ...

Exercice 27

b
Soit f une fonction réglée sur un intervalle [a; b]. Montrer que: lim J' f(t)e"dt=0

—>+00


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Suitesfonctions/ex26.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Suitesfonctions/ex27.pdf

