3.4 approximation par des polynémes trigonométriques
3.4.1 Introduction

Une expression du type $,(x) = > a,e" ol a, sont des complexes et x est réel est appelé polyndme trigonométrique.

On dit que la série trigonométrique Z a € converge ssi lasuite $,(X) est convergente et dans ce cas salimite est

k=-n

notée Z a.€"™ . Si cette série converge uniformément sur [0; 27] vers une fonction f alors on avu que
kez

2z
a, = zi j f(t)e™™dt (exercice 12) cest-a-dire que S, est lan-iéme somme de Fourier def.
T %

Inversement si f est une fonction réelle, réglée, 27-périodique on peut considérer sa série de Fourier Z f(k)e”‘x (avec
kezZ
2z

f(k)= Zi _[ f (t)e™dt ). On peut se poser alors plusieurs questions :
T %

- cette série converge-t-€lle toujours et de quelle fagon ?

- § oui converge-t-elleversf ?

On verra que laréponse aux deux questions est non en général.

3.4.2 Une condition suffisante de conver gence simple de la série de Fourier d'unefonction :
Théoréme deLegeune-Dirichlet

Soit f une fonction réglée sur IR, 2z-périodique, dérivable a gauche et a droite en tout sur IR. Alors la série de Fourier
f(x+)+ f(x-)
— 5
(on anoté f(x+) et f(x) leslimites de f en x agauche et adroite. D'autre part on dit que f est dérivable adroite en x ssi
f(x+h)- f(x+)
h

de f au point x converge simplement vers

le quotient aune limite finie, noté f'4(x), quand h tend vers zéro par valeurs supérieures; de méme f

f(x+h)-f(x-

est dérivable a gauche en x ssi le quotient ) aune limite finie, noté f'4(x), quand h tend vers zéro par

valeurs inférieures).

Démonstration : on a:
(1) 245,(x)= ZZ;zf )(Ze'““’j j”f(t (x—t)at

iku

en posant : ¢, (u)= Ze pour tous réels u.
k=—

Pour u # 2kzron a:

iu/2 —i (n+1/2)u

Z g e (e — g _sin(n+1/2)u
1-g¥ eiulzl(e—iulz _eiu/Z) sin(u/2)

|nu

ets u=2kz, g(u) =2n+ 1.
Examinons quel ques propriétés de ¢ :

- ¢, €st paire et 2z-périodique;

2z
- [o,(t)dt =27 .
0



2z
D'aprés (1) ona 278, (x)= [ f(t)p,(x—t)dt ; en posant h = x—t dans l'intégraleil vient ;
0

2  218,(x)= j f(x—h)p, (h)dh = joz f(x—h)p,(h)dh par périodicité def et ¢,

n

X—=2r

En remplacant h par —h dans la derniére intégrale et utilisant la parité et la périodicité de ¢, il vient :

27

3  27S,(x)= [ f(x+h)g,(h)dh.

0

En effectuant la demi somme de (2) et (3) on obtient :

2z
275, ()= I( flx+ h)42- flx- h))(pn (h)dh . Lafonction intégrée étant paire et de période 27z cette égalité peut
0

Sécrire :

(4) f(x+h)+ f(x=h))p,(h)dn.

o‘—m

On va utiliser cette expression pour montrer que S,(xX) converge vers . Pour cela écrivons:

f(x+)+ f(x-)
2

2

z;{sn (x)—M} =28, (x)~ [ (f(x+)+ 1 (x )y, (B)en car [, ()t = )

= [(f(x+h)+ f(x—h)— f (x+) = f (x=))p, (h)dh (par (4))

O =

sin(n+1/2)h . . : T .
et comme ¢,(h) = —————— si h # 0 cette derniére expression peut sécrire : I‘PX(h)sn[(n+1/2)h]dh, la

sin(h/2) 5
fonction ¥, étant définie par :

_ _f(x+h)-f(x+) f(x=h)-f(x-) _ _
¥ (h) = ¥, (h)= Sn(h/2) + Sn(n/2) sh=0et ¥,(0) = 0.

Lafonction ¥, est réglée sur [0, 7] puisgque lim, (h) = 2( fy (X)+ f, (x)) et comme dans I'exercice 27 on conclut

que Iim_T‘P (h)sin[(n+1/2)h]dh=0 soit : nmz{s() M}:o.

nN—>+o0 N—>+o0 2

3.4.3 Corollaire: condition suffisante de conver gence ssimpleversf dela sériede Fourier def

Soit f une fonction réglée sur IR, 27périodique, dérivable a gauche et a droite en tout sur IR. Si f est dérivable au point
x alors lasérie de Fourier de f au point x converge vers f(x).

En particulier si f est 27-périodique et dérivable sur IR sa série de Fourier converge vers f dans R.

La convergence est en général simple. Pour étre certain d'avoir une convergence uniforme on doit faire des hypotheses
plusfortes:

3.4.4 Condition suffisante de convergence uniformeversf dela sériede Fourier def

Soit f une fonction 2z-périodique, continue sur IR, et C* par morceaux dans IR. Alors sa série de Fourier converge
normalement (et donc uniformément) versf sur R.




Démonstration: on a: f(k) -

IE ' (k) pour k = O (en intégrant par parties sur chaque intervalle ol f est de classe C*,

I
k

et en notant qu’il y-a des simplifications grace ala continuité de f), soit : ‘f(kX =

) f'(kisl(?'(k)(ﬁk—lz].

k 2
D'autre part, aprés I'inégalité de Bessel (exercices 19 et 20) :

. Deplus:

n oA 2z ~
Z‘ f' (kX2 szi flf (k)" dt . Par conséquent ‘ f' (kj2 est le terme général d'une série convergente; il en est de
k=-n V4 0
méme de 1/k%, d'oli la convergence normale de la série Z f (k) d aprés (1), et lerésultat d' aprés le théoreme
précédent.
Si f est seulement continue la série de Fourier def on ale résultat plus faible suivant :
3.4.5 Approximation uniforme par une suite de polynémes trigonométriques

Soit f une fonction 27-périodique, continue sur IR. Alorsil existe une suite de polynémes trigonométriques
convergeant vers f uniformément dans IR.

Démonstration : on montre al’exercice X| de lafin du chapitre que si S est lak-iéme somme de Fourier def, les

(%)= S(x)+S(X)+...+S,,(x)

sommes de Fger F, (X
n

, convergent uniformément versf dans R.

Donnons une autre démonstration utilisant la convolution (voir 3.2.2). Pour celaon considére les fonctions de
régularisation K, définie par Kn(t) = c,(1 + cost)" pour t € [- 7, 7] et nulle ailleurs, la suite réelle ¢, étant choisie de

telle fagon que fKn(t)dt =1

Lesconditions 1/ et 2/ du 3.2.2 sont ains satisfaites. Montrons qu'il en est de méme de la condition 3/ i.e:

Pour tout &> 0, et tout 5> Ol existeun entier N tel que: n>N=  [K (t)dt<s.

R-[-5.5]

I (1+ cost)"dt
Pour ¢ appartenant a]0; #{ ona: I K, (t)dt = ———————— (en utilisant la parité de (1 + cost)").
Rf-0.] I (1+ cost)"dt
0

Lafonction cos étant décroissante sur [0, 7] ona: cost < cos Spourt €[4, 7] soit .

T 1+ cost)"dt < z(1+ coss )" .
)

n

512 512 é‘ n é‘ 5
D'autre part : J' (1+cost)"dt> [(L+cost)'dt> | (1+ cos—j dt = (1+ cos—j .
° 5 ° 2 2 2
On obtient donc an(t)dt < 2”(1+ cosd) —, et comme ﬂ est un réel del'intervalle]0; 1], ¢ étant
R [25.0] 5@+ cos5/2)) 1+cos(5/ 2)
donng, il existeNtel que n>N = _[Kn(t)dt < & Lestrois conditions du 3.2.2 sont donc satisfaites. De plusf étant
R-[-5,5]

continue et périodique elle est uniformément continue et bornée sur IR et une démonstration analogue al’ exercice
21, 2°/ montre que la suite f * K, converge vers f uniformément sur R. Mais:



f+K,(x)= [ f{OK,(x-t)dt= [ f(t)1+cos(x—t)]'dt, et cette derniére formule montre quef * K, est un
polynéme trigonométrique en x (cos* x et sin® x sécrivant comme combinaison linéaire de €™, m € Z, d'aprés|les
formules d'Euler).

3.4.6 Convergence en moyenne quadratique dela sériede Fourier def versf

" Soit f une fonction 27-périodique et réglée. Alors sa série de Fourier converge vers f en moyenne quadratique.

Démonstration : elle utilisele

Lemme : soit f une fonction réglée sur [a; b]. Alorsil existe une suite de A
fonctions continues convergeant vers f en moyenne quadratique.

Si R'([a; b], E) désigne I'espace vectoriel des fonctions réglées muni de la 1
norme de la convergence en moyenne |le lemme précédent signifie que
I'ensembl e des fonctions continues est dense dans R '([a; by, E).

Démonstration de lemme : soit f réglée sur [a; b] et ¢ > 0. |l existe une
fonction en escaliersg telleque || f — g <&/+b-a (3.3.2 remarque)

d'oli on déduit que || f — g|, <& (en vertu del'inégalité a,
|||, <vb—a]f|, ). Or il existe une fonction continue h telle que

lg—h|, < & : eneffet, g est une combinaison linéaire finie de fonctions

caractéristiques dintervalles [ &; oi+1] €t il suffit de remplacer chacune d'elles par une fonction continue comme
indiquée sur lafigure avec & suffisamment petit. On auradonc ||f —hj|, < 2¢ d'otilelemme.

Fin de la démonstration : d'apréslelemmeil existe donc une fonction continue h telle que || f —h||, <& . D'aprés 3.4.5
N
il existe un polyndme trigonométrique P tel que ||h—P|| <&, d'oll on déduit que [h—P||, <&.SiP(x) = > ae" et
k=—N

s §, est lan-iéme somme de Fourier def on avu (3.1.4 exercice 20 en remplacant |es fonctions continues par
morceaux par les fonctions réglées) que S, est une meilleure approximation de f dans e sous-espace vectoriel engendré

par € pour —n <k < netpar conséquent, pourn>Nona: ||f -S|, <|f - P|,. Onécrit, pourn > N:

|t -S|, <|f-P|,<|f-h],+]|h-P|,<2¢, cequi achéve la démonstration.

Exercice 28 : égalité de Bessdl
Soit f réglée sur [0; 27]. Alorson al'égalité de Bessdl :

2 1% 2 " 2
||f||2_5£|f(t)| dt_;‘f(k)‘ .

Exercice 29 : égalité de Parseval

Soient f et g deux fonctions réglées sur [0; 27]. Alorson al'égalité de Parseval :

2z

(1:0)=- | 50 =3 T (50K,

0 kez


https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Suitesfonctions/ex28.pdf
https://maths-corsica.fr/AgregInterne/Suitesfonctions/ex129.pdf

