3.1 Définitions et propriétés
Un espace métrique E est connexe ssi il ne peut pas s’ écrire comme réunion disjointe de deux ouverts non vide.
Intuitivement E est en « un seul morceau ».

On voit immédiatement que la définition est équivalente &: les seules parties alafois ouvertes et fermées sont E et
I’ensemble vide.

Par exemple Q n’est pas connexe puisquiil s écrit -0 ; V2[N Q U] V2 ; o [NQ.

L es principales propriétés général es des ensembl es connexes sont les suivantes :

Propriétés:

(i) Un ensemble E est connexe ssi les seules applications continues de E dans |’ ensemble a deux éléments{0; 1} sont
les applications constantes;

(if) Si A et B sont deux parties non digointes et connexes d’ un espace métrique E alors A U B est connexe;

(iii) Si A est une partie connexe de E et si B est telleque Ac B — A alors B est une partie connexe de E. En particulier
S A est connexe, A aussi.

(iv) Un produit EyxEyx ... xE, est connexe ssi chaque Ey est connexe.

Le (i) donne un critére plus pratique que la définition pour montrer qu’ un ensemble est connexe.
Démonstration :

(i) Condition nécessaire : notons que dans {0, 1} les ensembles{0} et {1} sont ouverts puisque {0} =

1-4/2; U2[ ~{0, 1} et {1} =]1/2; 3/2[~{0, 1}. Soit E un ensemble connexe et f une application continue de E dans
{0,1}. Si f n’est pas constante alors U = f*({0}) et V = f*({ 1} ) sont deux ouverts de E non vides disjoints dont la
réunion est E ce qui contredit la connexité de E;

Condition suffisante : supposons que tout application continues de E dans {0, 1} soit constante et que E ne soit pas
connexe. || existe alors deux ouverts U et V non vides disjoints dont la réunion est E. Soit f | application de E dans
{0, 1} qui associe 0 atout élément de U et 1 atout dément de V. Alorsf n’est pas constante et est clairement continue
puisque I'image réciprogue par f de tout sous-ensemble de {0, 1} est E, U, V ou .

(ii) Soit f une application continue de A U B dans {0, 1}. Comme A et B sont connexes les restrictionsdef aA et aB
sont constantes. Si a € A B on adonc f(x) = f(a) pour tout x de A ainsi que pour tout x de B, donc f est constante et
A U B est connexe d' apréesle (i);

(iii) Soit de méme f une application continue de B dans {0, 1}. A étant connexe larestriction def a A est constante : il

existec € {0, 1} tel quef(x) = c pour tout x de A. Comme B — A tout éément y de B est limite d’ une suite (x,)
d éément de A. f étant continue on af(y) = lim f(x,) = ¢, donc f est constante et B est connexe;

(iv) Condition nécessaire : s H E, est connexe, et si p; est la projection de H E, dans E;, p; est continue donc
k=1 k=1

E =p(] ] E.) auss en admettant le théoréme du 3.2,

k=1

Condition suffisante : faisons la démonstration pour n = 2 (on termine facilement par récurrence). Si f est une
application continue de E;xE, dans{0, 1} et s (a, b) € E;xE,, laconnexité de E; et E, montre que les applications
partielles x > f(x, b) et x > f(a, X) de E; dans{0, 1} et de E, dans{0, 1} sont constantes. Si (X, y) et

(X',y") appartiennent a E;xE; onaf(x, y) = (X', y) et f(x', y) = (X', y') doncf(x, y) = f(X', y'). F est constante donc E;x
E, est connexe.

Théoréme: les connexes de IR sont lesintervalles.
Démonstration :
lemme: (i) une partie non vide | de R est unintervalle ssi elle vérifie: (x et y appartiennent al) = |x,y[ <.

(i) Tout ouvert non vide de R est réunion disjointe et dénombrable d' intervalles ouverts.



Démonstration du lelemme: (i) il est clair qu'un intervale de R vérifie la propriété de I’ énoncé. Soit | < R vérifiant
cette propriété | distinct d'un singleton. Posonsm=Infl etM =Sup | (avecm=—o s | n'est pasminoréetM =+ oo S
| n'est pas majoré); onam= M car | n'est pas réduit aun point. Soit a € Jm, M[. Commem<aetm=Inf | il existe

x e | tel quex<a. Demémeil existey €| tel quea<y. Onadonc a € ]x, y[ qui est inclusdans | d’ aprés |” hypothése
donca e I. Ains Jm, M[ < I; mais[m, M] o> | donc | est égal al’un desintervalles]m, M[, [m, M], [m, M[ ou Jm, M]
doule (i) du lemme.

(i) Soit O un ouvert non vide de R et considérons dans O larelation R définie pour tout x et y de O par :

xRy ss Jx, y[ < O. Rest clairement une relation d’ équivalence et d’ aprésle (i) les classes d équivalences sont des
intervalles de R et O étant ouvert on voit facilement que cesintervalles sont ouverts. Donc O est réunion disjointe
d’intervalles ouverts | ,. Si on choisit dans chaque I, un rationnel r,, I’ application qui a |, associer, est une injection de
I”ensembl e (1,), dans Q, donc (1), est dénombrable.

Démonstration du théoréme : montrons qu’ un connexe | de IR est unintervalle. Sinon d aprés le lemmeil existe
(x,y) € 1*tel que]x, y[ ne soit pasinclus dans . 11 existe donc ¢ dans]x, y[ tel quec ¢ I. On aurait dors| =

(J—oc, [ U (¢, + oc[) et | s écrirait comme réunion disjointe de deux ouverts non vides de |, ce qui contredit la
connexitédel.

Réciproquement montrons gu’ un intervalle | de IR est connexe. Supposons d’ abord que | soit un intervalle ouvert non
vide. Si | est non connexe il s écrit comme réunion disjointe de deux ouvertsde | (donc de IR car | est ouvert) U et V,
non vides. U et V sont réunion disjointe d’intervalles ouverts (U;) et (V) respectivement. Soient x € U ety € V avec
par exemplex < y. Il existei tel quex € U; = ]a, b[ = U et de mémeil existej tel quey € V,=]c,dcV.Onab ¢ U
(sinon b appartiendrait a l'un des intervalles ouvert U, qui ne serait alors pas disioint avec U;) et b ¢ V (sinon b
appartiendrait al'un desintervalles ouvert V, et alors V, rencontrerait U; donc U). Ona: x<b <y, avec x et y dans| et

b ¢ 1 ce qui contredit le (i) du lemme. Si | est unintervalle quelconquedeR onal 1< | et onconclut d’ aprésle
(iii) des propriétés précédentes (si | est vide, | est réduit & un point qui est clairement connexe).

Autre démonstration : montrons que lesintervalles de IR sont connexes en utilisant la caractérisation (i) de la propriété
précédente. Soit | un intervalle non vide et non réduit a un point et considérons une application continue f de | dans
{0; 1} non constante. Il existe donc a, et bydans| tels que f(ag) = 0 et f(by) = 1. Soit mle milieu de I'intervalle [aghy].
Si f(m) =0on posea; = met b; = by; s f(m) = 1 on pose a; = ay et b; = m. En continuant on construit par récurrence

|3, — by
2n

une suite de segments emboités [a,b,] inclus dans |, de longueur tels que pour tout entiers naturels n on ait :

f(an) = 0 et f(b,) = 1. Les suites (a,) et (b,) convergent verslaméme limite «, et en passant alalimite les deux égalités
précédentesil vient grace alacontinuité def: f(@) =0 et f(e) = 1, ce qui est absurde.

Exercice 13

Dans IR? donner un exemple de suites décroissante de connexes sont |’ intersection n’ est pas connexe.


https://Maths-Corsica.fr/AgregInterne/Topo/ex13.pdf

