MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio

PTSI TD ESPACES EUCLIDIENS

désigne un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.
Pour tous vecteurs x et y de ¥ montrer que :

|z +y|* = ||z]|* + ||ly||” ssiz et y sont orthogonaux ( Théoréme de Pythagore).

Soit p la projection sur un sous-espace vectoriel F' de E et parallélement a un sous-espace
vectoriel G.

Montrer que 'on a : Vz € E : |p(z)]] < ||z|| si et seulement si p est une projection
orthogonale.

(Indication : pour A réel et x1 et x5 appartenant & F' et G respectivement écrire :

Ip (1 + Aa)|* <l + Az,

Soit F un sous-espace vectoriel euclidien £ de . Montrer que F C F++.
En déduire que F = F++.

Soit E l’espace vectoriel des fonctions continues sur [—1,1] muni du produit scalaire
défini par : (f,g) = [, f (t) g (t) dt.

Soit 7 et P les sous-espaces vectoriels de E des fonctions impaire et paires.

1. Montrer que £ =7 & P.

2. Quel est l'orthogonal de Z 7 de P 7

Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Soit (ey,...,e,) une base orthonormée de F.

Soit p la projection orthogonale sur F'. Montrer que pour tout vecteur z de E on a :

p(z) = é (,ex) ex.

Application numérique : dans un espace vectoriel euclidien de dimension 3 muni d’une base
orthonormée trouver les formules analytiques et la matrice de la projection orthogonales sur le
plan d’équation x — 2y + z = 0. On commencera par trouver une base orthonormée de ce plan.

IE 1. Soit £ = R,, [X] I'espace vectoriel des fonctions polynoémes de degré inférieur ou égal
a n. Soient n + 1 nombres réels ag, ay, ..., a, deux a deux distincts. Montrer que ’application

(f,9) — > f(ax) g (ag) est un produit scalaire de R,, [ X].
k=0

2. Dans le casoun =2et ag = —1, a; = 0 et as = 1 trouver une base orthonormée de E.

Dans un espace vectoriel euclidien £ de dimension 3 montrer que si a et b sont deux
vecteurs distincts de méme norme il existe une unique réflexion s telle que s (a) = b.
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Application numérique : E étant muni d’une base orthonormée trouver les formules analy-
tiques de la réflexion échangeant les vecteurs a (1, —1,2) et b(2,1,1).

1. Dans E de dimension 3 muni d’une base orthonormée directe B quelle est la nature
de l'application f définie par :

— 2 2
u étant un vecteur normé donné.

-1 2 2
2. Meéme question pour les endomorphismes dont les matrices sont % 2 -1 2],
2 2 -1
-2 -1 2 010 0 -1 0
s 2 -2 1,1 0 0fet |1 0 0]danslabaseB.
1 2 2 0 01 0 0 1

Soit f une fonction continue sur l'intervalle [0, 1] ne s’annulant pas sur cet intervalle.

Montrer que :
1 19
t)dt ——dt
[ rwax [ o

(Se placer dans 'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni du produit scalaire (f,g) =

/ f(t) g (t)dt et appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz).

10| 1. Montrer que si u et v sont deux vecteurs unitaires, les vecteurs u + v et u — v sont
orthogonaux.
2. Soit f un endomorphisme non nul de £ qui conserve I'orthogonalité, c’est-a-dire :

V(z,y) € EXE, ((z,y) =0= (f(z),f(y) =0).
Montrer qu’il existe oo € R, tel que :
Vo € B, |f (@) = alle] .

(f est appelée similitude vectorielle).

11| Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
Soit (eq, ..., e,) une base de E. Montrer qu’il existe une base (fi, ..., f,) orthogonale de £

vérifiant la condition :

VE e {l,...,n},Vect(eq,...,ex) = Vect (fi,..., frx).(*)

(indication : supposant les vecteurs fi,..., fr_1 construits pour k > 1 chercher f; sous la
forme :
fe=ex+Bifit+ ...+ B fim1)
Comment en déduire une base orthonormée de E vérifiant la méme condition (*) 7 (on dit
qu’on a orthonormalisé la base (eq, ..., e,)).

Ezemple : soit E = Rz [X] muni du produit scalaire (P, Q) = f P(t)Q (1) dt.
Orthonormaliser la base canonique (1, X, X%, X®) par le procédé de Gram—Schmidt.
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