MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio

PTSI TD CALCUL D INTEGRALES

Primitives usuelles

. Determmer les primitives suivantes :

|
/ntdt b//costsmtdt c/ /tantdt d//arctan dx; e/ /xarctan ) dx;

xdx
f —dt; —F———h Lcostdt; i ————dx; j 2 3) xvdx; k/ | ———.
//m 7g//COSQ($)7//€COS ,l//ml’,J//(l'+)$$, //$2+l‘+1
Déterminer les primitives suivantes en intégrant par parties :

a/ /t arctan tdt; b/ /t sin® tdt; ¢/ / (t —1)sintdt; d/ /(t2 —t+1)etdt.
Calculer les intégrales suivantes :

1 e 1 1/2 27
a// In (1 + ¢2) dt; b//t”lntdt; c// arctan tdt; d// arcsin tdt; e// cos (mt) sin (nt) dt
0 1 0 0 0

/2 /2
(m,n € N);f/ /el’ cos (2x) dz; en déduire [ = / e” cos’ zdr et J = / e® sin® zdz.
0 0

Déterminer les primitives suivantes en utilisant le changement de variables indiqué :

dt Intdt e2tdt " dt
a//m(? //t+t12 = Int); C//t+1 u:e)’d//ﬁ
(UZ\/t2—1);e// V1—t2dt (tzsinu);f// 21 —2dt (u = t2).

t
5| Calculer / dt de trois fagons : 1/ en intégrant par parties; 2/ en posant u =
Vi G / grant par p / en p
V1+1t; 3/ en écrivant t = (t + 1) — 1.

@ Reégle de Bioche
Soit & calculer / F (cosz,sinx) dr ou F désigne une fraction rationnelle. On utilise la

Reégle de Bioche : si l'élément différentiel ¢ () = F (cosz,sinx) dz est invariant par le
changement de :

* 2 en —x on pose t = cos T;

*2xen m— x on poset = sinx;

* 2z en o+ mon pose t = tanzx.

Si ¢ (x) n’est invariant par aucune de ces transformations on pose t = tan (z/2).

__ _2dt
1+t2 ) 1+t2 ’ 142

Dans tous les cas on se rameéne a calculer la primitive d’une fraction rationnelle en .

cos® x dz dz tan xdx
FExemples : T—dx; — ; ; —5 .
sin® z sin® x cos? x 2+ coszx 1+ sin“x + cosx

Vérifier que l'on a alors : cosx = ;sinx = stanx =
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— w/4
On pose pour tout entier naturel n : K, = / tan” xdx.
0

1. Calculer Ky et Ky puis K,, + K, 2 pour tout entier n.

En déduire I'expression de K,, en fonction de n avec un "sigma'.

2. Montrer que la suite (K,) tend vers 0. En déduire que :

1 1 1"t
In2 = lim <1——+——...+¢) et

n—->--+400 2 3 n
5 11 (—1)"
T2 lm (1-Z+42-—..
1 niﬂm( 375 +2n+1)

Suites et intégrales :

g
a/SoitIn:/
o 1+

n

dx; trouver une relation de récurrence entre I, et I,,1;

1
b/ calculer / 2™ Inzdx (on donnera un sens a cette intégrale).
0

@ f est une fonction continue sur un intervalle I.

a 0
1. Si f est paire sur I = [—a,a] (a > 0) montrer que / f)dt= / f(t)dt.
0 —a

En déduire que / f(t)dt=2 / f (t) dt. Interpréter graphiquement.
—a 0

a 0
2. Si f est impaire sur I = [—a,a] (a > 0) montrer que / f(t)dt = —/ f(t)dt.
0 —a

En déduire que / f (t)dt = 0. Interpréter graphiquement.

a+T
3. Soit f périodique de période T' > 0 sur [ = R. Montrer que / f (t) dt ne dépend pas

a a+T
de a (on commencera par prouver que / f(t)dt= / f(t)dt).
0 T

Interpréter graphiquement.

10

Sans calculer d’intégrales montrer que pour tout réel z > 0 :

/1dt_i/w dt
L L+t ) 142

Retrouver ce résultat en calculant ces intégrales.
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