MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio

PTSI TD INTEGRALES : CALCUL APPROCHEE

Idée générale : on considére une fonction f continue sur un intervalle [a,b] et on veut calculer une
b

valeur approchée de I = [ f(t)dt . Pour cela on considére une subdivision (;),;.,, de Uintervalle [a, ]

(xo = a, x,, = b) et on approche sur chacun des intervalles [z;, ;1] (0 < i < n — 1) la fonction f par des
fonctions polynomes P; et U'intégrale de f sur [z;, x;, 1] par l'intégrale de P;,. On prendra donc pour valeur
approchée de [ :
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INZ/ t) dt, Verreur étant e = |I — Z/

/ Sk (t))dt’ = HZI/+ f (8) = Pi (t)] dt .
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Dans la suite on prendra une subdivision réguliére si bien que x; = a + ¢
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Méthode des rectangles

Sur chaque intervalle [x;, 2;,1] on approche la fonction f par la fonction constante (i.e le polynéme P,
est de degré 0) : f(§;) ou &; € [x;, x;41]. Sur intervalle [z;, ;1] U'intégrale de f est donc remplacée par
(x; — zi41) f (&) (aire du rectangle de base &; de hauteur f (&;)) et une valeur approchée de I est donc :

Montrer que :
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Majoration de I’erreur. On suppose f de classe C' sur [a, b]. Montrer que pour tout ¢ de [z;, ¥;41
ona: |[f(t)— f(&) <M |t—¢&| o My = sup |f'(t)]. En déduire que :
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On prend maintenant §; = % = milieu de l'intervalle [z;, z;11]. Montrer que ’on a alors :
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f(my)| < M1< 1 ) (méthode du point médian).
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On suppose [ de classe C? sur [a,b]. Soit My = sup |f” (t)|. Montrer que :
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(appliquer la formule de Taylor-Lagrange a f au point m;).

Méthode des trapézes

Sur chaque intervalle [x;,x;11] on approche maintenant la fonction f par la fonction affine (i.e le
polynéme P; est de degré 1) qui prend les méme valeurs que f aux points x; et ;1. P; est donc le
polynéme d’interpolation de Lagrange de f pour la subdivision (x;, z;1).

Sur lintervalle [z;, z;41] Uintégrale de f est remplacée par (z;41 — x;)
de bases f (z;) et f(x;11)) et une valeur approchée de I est :

5 (= aire du trapéze

T, =52 [f (@) +2f (1) +...2f (zia) + f (D)] |

1. Montrer qu’il existe 0; € [z;,z;.1] tel que f (6;) = [t/ @) 14 méthode des trapézes apparait

2
donc comme une méthode particuliere des rectangles.

Majoration de I’erreur. On suppose f de classe C? sur [a,b]. Soit My = sup |f” (¢)|. Montrer
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que :
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(On rappelle que pour tout z et [a,b] on a la majoration : |f (z) — P; ()| < 22 |(z — 2;) (z — zi11)]).-

Méthode de Simson

Sur chaque intervalle [z;, z;,1] on approche la fonction f par la fonction polynoéme de degré 2, P;, qui
prend les méme valeurs que f aux points x;, m; = mgﬁ et ;11 (P; est donc le polyndéme d’interpolation
de Lagrange de f pour la subdivision (x;, m;, x;11). On rappelle que pour tout polynéme g de degré < 3

b

on a la formule des 3 niveaux (voir feuille 21, 1/) : / g (t)dt =22 (g (a) +4g (<2) + g (b)).

Montrer que I est alors approché par :
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Majoration de I’erreur :
a/ on suppose f de classe C* sur [a,b]. Soit My = sup ‘ f@ (t)‘ Déterminer le polynome Q; de degré
t€la,b]
< 3 vérifiant : Q; (z;) = f(2;), Qi (my) = [ (my), Qi (wis1) = [ (ir1) et Qi (my) = [ (my).
b/ Montrer que [T P (t)dt = [T Q; (t)dt

c/ Pour z € [a, ] —{w:,mi, zi11} on pose o () = f (1)=Q; ()—=BN (t) ou N (£) = (t — x;) (t — mi)” (t — wisa),
le réel § étant choisi tel que ¢ (x) = 0.

Montrer qu’il existe ¢ € ]a b| tel que g=1_ © (C).

En déduire que |f () — Q; ()] < 3 [V (2)] puis que :

€ = ‘[ S | < M428807)L4 .

Comparaison des méthodes

Soient R, T, et S, les valeurs approchées de I obtenues par les méthodes des rectangles (avec le point
m;), trapézes et Simson.

Montrer que S, w .



