MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio
PTSI TD MATRICES (2)

Ecrire les matrices A des applications linéaires suivantes dans les bases proposées :

1. u: R — R3 qui a (z,y, 2) associe (z +y + 2,7 — y + 2,z + 2z); bases canoniques de
R3;

2. 5s: E — E (vecteurs de 'espace), symétrie orthogonale par rapport au plan P
d’équation = + y — z = 0 (dans une base orthonormée directe (b) = (7, 7, ?,)) Ecrire
ensuite la matrice de s dans une base mieux adaptée;

3. v:R3[X] — R3[X] qui & P associe P’. Calculer A% A3 A% et interpréter.

4. w: Ry [X] — R3[X], qui & P associe (X? + 1) P’ dans les bases canoniques de Ry [X]
et de R3 [X]. Trouver ker w, Imw et rgw.

Soit E un espace vectoriel de dimension finie, somme directe de deux sous-espace vectoriel
F et G et p la projection sur F' parallelement a G.

1. Trouver une base de E dans lesquelles la matrice M de p soit "simple".
Vérifier que M M = M. Pouvait-on prévoir ce résultat 7

Soit s la symétrie part rapport a F' parallelement a G.

2. Trouver une base de E dans lesquelles la matrice S de s soit "simple".

Vérifier que S? = I,,. Pouvait-on prévoir ce résultat ?

Soit E' un espace vectoriel réel de dimension n et v un endomorphisme de E tel que
u2 = —IdE

1. Montrer que u est bijectif.

2. Montrer que si les 2p — 1 vecteurs w1, 2, ..., Tp, u (21) , ..., u (z,—1) sont libres sont libres
il en est de méme des 2p vecteurs xy, Ta, ..., Tp, U (1) , ..., u (Tp).

3. En déduire que la dimension de E est paire et que £ posséde une base (x1, Za, ..., Tp, u (21) , ...

Trouver la matrice de u dans cette base.
Dans R? trouver la matrice de passage P de la base canonique a la base f; = (0,1, 1),
fo=1(1,0,1), f3=(1,1,0). Calculer P~

Trouver les composantes de V' = (1,2, —1) dans la nouvelle base (f1, f2, f3).

Soit R? muni de sa base canonique B = (e1, es, €3, ¢e4). Soit B’ = (f1, fo, f3, f1) la base
de R* définie par :
Ji=e1—ex fa=ex—e3 fs=e€3— ey, fa= ey
1. Vérifier que B’ est bien une base de R*.

2. Soit M = la matrice associée a une application linéaire u de R* dans
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lui-méme, muni de la base B. Trouver la matrice de u dans la base B’.
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@ Soit u l'application linéaire de R® dans R? définie par rapport aux bases canoniques

(e1,e9,€3) et (f1, fo) par sa matrice A = (g _21 _13>

1. On prend dans R? la nouvelle base €] = ey + €3, €) = €3 + €1, €5 = €1 + €a.
Quelle est la matrice de u dans les bases (€], €}, €5) et (f1, fa) ?

2. On choisit ensuite pour base de R? la base f{ = 3 (fi + f2), f5 = 5 (fi — f2) en gardant
dans R? la base (€], ¢y, e5). Quelle est la matrice de u dans ces bases ?

Montrer que I’ensemble des matrices forme un espace vectoriel sur R.
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Préciser sa dimension et en donner une base.

Inverser les matrices suivantes :

0 1 n—1
(0> 0 0
0 ny n—2
a/ A= 1 1 (indication : considérer I'application P —— P (X + 1)
n—1
0 o (1)

dans R, [X]);

b/ (? ;) (montrer que C? — 4C + 31 = 0);

@ Soit M = (a; ;) une matrice carrée d’ordre n.

n

On appelle trace de M le scalaire Tr(M) = Z a;; (ie la somme de ses éléments diagonaux
i=1

de M).

1. Montrer que pour tout scalaire A et toutes matrices carrées M et N d’ordre n on a:
Tr(AM) = A\Tr(M), Te(M + N) =Tr(M) +Tr(N) et Tr(MN) =Te(NM).

Montrer que deux matrices semblables ont méme trace.

2. Soit u un endomorphisme de F, espace vectoriel de dimension n.

Comment peut-on définir la trace de u ?

3. Quelle est la trace de f, projection sur F' parallelement & GG, sous-espaces vectoriels de
E de dimension p et ¢ 7

Meéme question avec s, symétrie vectorielle par rapport & F parallelement & G.

10| La matrice obtenue a partir de la matrice identité I,, en multipliant la ¢-iéme ligne par
A s’appelle matrice de dilatation et de note D; (X).

La matrice obtenue a partir de la matrice identité [,, en échangeant la i-iéme ligne et la
j-iéme ligne (i # j) s’appelle matrice de permutation et de note P, ;.

La matrice I, + AE; ;. (i # k) s’appelle matrice de transvection et se note T; j (N).

Les matricesD; (), P, ; et I,+AE; ;, sont inversibles car elle se raménent & la matrice identité
par une opération élémentaire sur les lignes.

1. Soit M une matrice carrée (n,n). Montrer que effectuer
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- D; (A\) M revient & multiplier la i-iéme ligne de M par A;
- P ;M revient a échanger les lignes ¢ et j;
- Tix (X\) M revient & ajouter a la i-éme ligne, A fois la k-iéme.

En déduire qu’il existe une matrice P inversible telle que PM soit échelonnée par lignes.
2. En considérant les produits a droite M D; (\), M P, ; et M T, ; (\) monter de méme qu’il
existe une matrice P’ inversible telle que M P’ soit échelonnée par colonnes.



