MATHS SUP Lycée Laetitia-Bonaparte Ajaccio

PTSI TD MATRICES ORTHOGONALES

Correction

E désigne un espace vectoriel euclidien de dimension n. On note z.y le produit scalaire de
et y.
1. Soit B = (ey, ..., e,) une base orthonormée de E.

Montrer que les coordonnées (z),.;, dun vecteur x dans cette base sont donnés par :
r = 2. pour 1 < k <n.

2. Une matrice carrée M de type (n,n) est dite orthogonale sst M.!M = I,,.

a. Montrer que ’ensemble O (n) des matrices orthogonales de type (n,n) est un sous-
groupe du groupe des matrices inversibles d’ordre n.

Montrer que si M est orthogonale, 'M aussi.
Si M est orthogonale montrer que det M = +1. La réciproque est-elle vraie 7

b. Montrer qu'une matrice M est orthogonale ssi ses colonnes forment un systéme
orthonormé dans R™ muni de son produit scalaire canonique.

Meéme question en remplacant "colonnes" par "lignes".

3. Un endomorphisme u de E est une isométrie ssi il conserve la norme des vecteurs, i.e. :
Vz € E, |u(z)| =[]l

Soit u un endomorphisme de E et B une bas orthonormée de F.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) w est une isométrie;

(ii) u conserve le produit scalaire, i.e. : V (z,y) € E?, u(z).u(y) = z.y;
(iii) u transforme B en une base orthonormée de E;
(iv) la matrice de u dans B est une matrice orthogonale.

4. Montrer que la matrice d'une isométrie v de R? (muni de son produit scalaire canonique)
est de I'un des types suivant :

a —b 5 .2 4. a b 2 .2
(I) <b &) avec a” + b° = 1;(II) (b a) avec a” +b” = 1.

Montrer que dans le cas (I) u est une rotation, et dans le cas (II) c’est la matrice d’une
symétrie orthogonale & préciser.

— — —
5. Ezxemple : dans un espace euclidien muni d’une base orthonormée directe B = < t,7,k )

on consideére le vecteur normé n =at +bj +ck.

Soit D la droite vectorielle orientée par 7 et P le plan orthogonal & D. Soient p et g les
projections orthogonales sur D et P respectivement.
a. Montrer que : Vv € R p (V) = (V. 7).
b. Déterminer les matrice de p et ¢ dans la base B en fonction de a, b et c.
c. Soient Sp et Sp les symétries orthogonales par rapport & D et P respectivement.
Trouver les matrices de Sp et Sp dans la base B.
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