Exercices Arithmétique; dénombrement
1. Montrer par récurrence que :

neN> kKl =(n+1) -1
k=1

On veut démontrer cette égalité d’un autre facon.
2. Montrer que pour tout entier naturel k on a : (k+ 1)! = k.k! + kl.

En déduire une autre démontration de la propriété du 1/ par un procédé "en cascade".

La petite Lesia va féter ses 6 ans et souhaite inviter ses amis & une féte. Elle a 9 amis
mais ses parents ne souhaitent en inviter que 5.

1. De combien de maniére les parents peuvent-ils s’y prendre 7

2. De combien de maniére les parents peuvent-ils s’y prendre si deux des amis ne veulent
pas venir ensemble 7

3. De combien de maniére les parents peuvent-ils s’y prendre si deux des amis ne veulent
venir que si l'autre vient 7

Un site internet demande de choisir un mot de passe en utilisant 4 caractéres parmi les
26 lettres minuscules de I'alphabet et les 10 chiffres.

1. Combien y a-t-il de mots de passe possibles ?
2. Combien y a-t-il de mots de passe possibles avec tous les caractéres distincts ?
3. Combien y a-t-il de mots de passe possibles comportant exactement un chiffre 7

4. Combien y a-t-il de mots de passe possibles comportant au moins une lettre et au moins
un chiffre 7

Pour n et k entiers naturels non nuls, soit M (n, k) le nombre de fagons de placer k
maisons identiques dans une rue aux emplacements numérotées de 1 a n telle qu’aucune ne
soit placée a coté d’'une autre (par exemple si on a n = 5 et 2 maisons, on peut les placer aux
emplacements 1 et 3 ou 2 et 4 etc...).

1. Calculer M (n, 1) pour n € N*.

2. a. Combien y -a t’il de facons de placer 2 maisons sur n emplacements s’il n’y-a pas de
contraintes de proximité entre deux maisons 7

b. En déduire que pour n > 2

n—2)(n—1).
2

M (n,2) = (

3. Montrer que pour tout entier nature non nul n

Mn+2k+1)=MMnk)+ Mn+1,k+1).

(Indication : considérer deux cas suivant que I'on place une maison au numéro n + 2 ou
non).
4. En la formule précédente pour k = 2 et par un procédé "en cascade", montrer que pour
n>2
(n—4)(n—3)(n—2)
6

M (n,3) =



n(n+1)(2n+1)

(On rappelle que Z k? =

k=1

).

n—k+1

2 ) pour tous entiers naturels

5. Démontrer par récurrence sur n que M (n, k) = (
k et n.
(On a (p =0sip<qousip<0).
q

Que devient la formule précédente si les k maisons sont distinctes deux & deux ?

Nombre d’anagrammes

1. Combient d’anagrammes peut-on former avec les lettres ABCDEFH (i.e. le nombre de
mots, ayant ou non un sens, qui contiennent ces lettres une et une seule fois dans n’importe
quel ordre) ?

2. Méme question avec les lettres AAAEIOU (I’anagramme doit contenir 3 fois la lettre A
et une et une seule fois les autres lettres).

3. Combien d’anagrammes de deux mots peut-on former avec les lettres AAAEIOU si le
premier mot comporte 4 lettres avec 2 lettres A et le second mot comporte 3 lettres avec un
seul A ?

@ On dispose de 8 bancs chaque banc pouvant accueillir 3 personnes. On numérote les
places de 1 a 24.

Quinze personnes désirent s’assoir sur ces bancs.
1. Combien y a-t’il de répartitions possibles 7

2. Combien y a-t’il de répartitions possibles si ces personnes doivent occuper 5 bancs (les
3 autres bancs restants vide) ?

Le groupe comprend 6 filles et 9 garcons.

3. Meéme question qu’en 2/ si chaque banc occupé n’accueille que des filles ou que des
gargons.

On considére d drapeaux (distincts deux a deux) et p poteaux numérotés (p,n € N*),
suffisamment grands pour accueillir d drapeaux.

Soit 14, le nombre de fagons de disposer ces drapeaux sur les poteaux (on tient compte de
I'ordre des drapeaux sur chaque poteau).

1. Calculer n; , et ngs.
2. Montrer que ng, = (p+d — 1) X ng_1,.
(p+d—1)!
(p—1)!
On veut ranger 10 livres sur une étagere contenant 15 places numérotées de 1 a 15.

En déduire que ng, =

1. De combien de fagons peut-on ranger ces livres ?
2. De combien de facons peut-on ranger ces livres si on veut qu’ils soient cote a cote ?
3. Mémes questions si on veut que les tomes 1 et 2 de "A la recherche du temps perdu"
soient a coté et dans cet ordre.
@ Un colocation doit choisir 6 colocataires parmi 10 personnes.
1. Combien y a-t’il de choix possibles 7
2. Méme question si parmi les dix candidats il y-a une famille de 3 personnes (qui ne
peuvent venir qu’ensemble) ?



3. Méme question si parmi les dix candidats il y-a deux personnes qui ne s’entendent pas
(donc ne veulent pas venir que si 'autre vient)

On rappelle qu'un entier naturel n est premier s’il a exactement deux diviseurs.

1. Soit » un entier naturel supérieur ou égal & 2. Soit D l'ensemble de ses diviseurs
supérieurs ou égaux a 2.

Justifier que D posséde un plus petit élément d.

2. Montrer que d est premier.

3. Montrer que tout entier naturel n supérieur ou égal a 2 se décompose en produit de
nombres premiers. 7

Correction :

n
Soit la propriété P (n) :” Z kkl=(n+1)!—-17.
k=1
Initialisation : P (1) :” 1.1l = 2! — 1”7 qui est vraie.

Hérédité : supposons la propriété P (n) vraie pour un entier n donné : Z kk!'=(n+1)-1.

k=1
Montrons que P (n + 1) est vraie. On a :

n+1 n
Sk = Y kkl+(n+1)(n+1)
k=1 k=1

(m+1)! =14 (n+1)(n+1)! (car P(n) vraie)
(m+1!n+2 -1
(n+2)! -1,

donc P (n + 1) est vraie.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence la propriété P (n) est vraie pour tout entier
n € N*,

2. Pour tout entier naturel k on a: (k+ 1)l = (k+ 1) k! = k.k! + k.

On écrit ces égalités pour k£ = 1,2,...,n et on les somme membres & membres :
20 = 1.1+ 1!
3l = 2214+ 2!
4! = 3.3!+3!
(n+1)! = nn!+n!
Apres simplifications il reste : (n + 1)! = k.k! 4 1, soit Z kk!'=(n+1)!—1.
k=1 k=1

1. Le nombre d’invitations possible est le nombre de fagons de choisir 5 personnes parmi
9, sans répétitions et sans tenir compte de I'ordre. C’est donc le nombre de 5-combinaisons

d’un ensemble & 9 éléments, c’est a dire <5) = W = 126.

2. Distinguons deux cas :

— si aucun des deux amis de Lison ne vient : on a <5 facons de choisir les invités;



— si un seul des deux amis vient : il y-a deux fagons de choisir un de ces deux amis et (4)

fagons de choisir les quatre autre invités parmi 7 amis.
7 7
On a donc <5> + 2 X (4) = 21+ 2 x 35 = 91 fagons de faire les invitations.

3. On a de méme deux cas :

7
— si les deux amis viennent il y-a (3> facons de choisir les 3 autres invités;
— si aucun des deux amis ne vient il y-a 5 facons de choisir les invités.

7 7
On a donc ( 3> + <5> = 35 + 21 = 56 fagons de faire les invitations.

1. Le nombre de mots de passe est le nombre de 4-listes d'un ensemble & 36 éléments
(car on tient compte de l'ordre et il y-a des répétitions), soit 36* = 1679616 mots de passe
possibles.

On peut aussi raisonner directement : pour le premier carctére il y-a 36 choix possible; pour
le deuxiéme aussi, etc... jusqu’au quatriéme, soit 36* possibilités.

2. Si tous les caracteres sont distincts on obtient le nombre de 4-arrangements d’un ensemble
a 36 éléments, soit A3 = 36 x 35 x 34 x 33 = 1413 720 mots de passe possibles.

3. Il y-a 4 facons de choisir la place du chiffre dans le mot de passe.
Cette place étant choisie, il y-a 10 fagons de placer le chiffre.

Il y-a ensuite 263 facons de placer une lettre dans les 3 cases restantes.
On a donc 4 x 10 x 262 = 703 040 mots de passe possibles.

4. Le nombre de mots de passe composés uniquement de lettres est 26* et le nombre de
mots de passe composés uniquement de chiffres est 10*.

Le nombre de mots de passe comportant au moins une lettre et au moins un chiffre est donc
36* — (26* + 10*) = 1212 640.

1. On peut placer la maison aux emplacements 1,2,...,n donc | M (n,1) =n|.

2. a. Le nombre de facons de placer les deux maisons est le nombre de facons de choisir
deux entiers i et j (leur emplacement) dans {1,2,...,n}, sans répétition et sans tenir compte

n(n—1)

n
de l'ordre, donc il y-a ce nombre est ) =3

b. Le nombre de fagcons de mettre les deux maisons sur n emplacements cote & cote est

n—1((1,2),(23),....,(n—1,n)). On a donc M (n,2) = (;’) —(n—1) =20 (1),

2

soit | M (n,2) = % :

3. ler cas : si on place une maison au numéro n + 2, il reste & placer k£ maisons aux
emplacements 1,2,...,n sans que deux maisons soient contigiies, donc il y-a M (n, k) fagons
de le faire.

2iéme cas : s’il n’y a pas de maison au numéro n + 2, on place k + 1 maisons aux numéros
1,2,...,n+ 1 sans que deux maisons soient contigiies, donc il y-a M (n + 1,k + 1) fagons de le
faire.

Onadonc|M(n+2,k+1)=M(n+1,k+1)+ M(n, k)|




4. En appliquant la formule précédent pour k =2 et n+2=iona M (i,3)—M (i — 1,3) =

M (i —2,2) pour i > 3. En sommant de ¢ = 3 & n on obtient , apreés simplifications : M (n, 3) —
n—2 n—2

M (2,3) = M (i,2) soit M (n,3) =y 2D (car M (2,3) = 0).

i=1 i=1

[\
l\')

n—

Onaz =260 — 1 (2'2—32'—1-2):1[ 2 — 321—1—2 (n —2)

1 1

(2 7

-2

(n—2)(n— 1)(2n 3) Z dOllM(TL 3)

®|
l\)

2 (2 — Tn + 12], soit| M (n, 3) = =t3)n=2)

=1
(formule valable aussi si n = 2).

n—k+1

5. Soit la propriété P (n) : "Vk € N*, M (n, k) = ( f

)”, pour n € N*.
. 1\ . 2—-FkY\ .
P (1) est vraie car M (1,k) =1 = ) sik=1et0= i si k> 2.

3—k 2
P (2) est vraie car M (2,k) =0 = ( I > sik>2et M(2,1)=2= <1> si k=1.
Supposons P (i) vraie pour tout entier ¢ inférieur ou égal a un entier nauturel fixé n (récur-

—k+1
rence forte). D’aprés 3/ ona M (n+1,k) = M(n—1,k—1)+ M (n, k) = nk—_ll_

(”—ZJrl) B <n—l]§+2> (car (ifl) + (ZZ) = (pjl)) donc P (n+ 1) est vraie.

Conclusion : d’apreés le principe de récurrence forte la propriété P (n) est vraie pour tout
entier naturel n € N*.

1. Le nombre d’anagrammes que l'on peut former avec les lettres ABCDEFH est le
nombre de fagons de places ces 7 lettres dans un certain ordre, c’est donc 7! = 5040.

(Raisonnement direct : pour la premiére lettre il y-a 7 emplacements possibles; cette lettre
étant placée il y-a 6 emplacements possibles pour la seconde lettre etc).

2. Le nombre de fagons de placer les 3 lettres A est le nombre de fagons de tirer 3 numéros

7
parmi 1,2,...,7 sans ternir compte de 'ordre et sans répétition : il y-en a donc <3> = 35.

Les 3 lettres A étant placées il reste a placer ensuite 4 autres lettres sur 4 emplacements, et
il y-a 4! = 24 fagons de le faire (comme en 1/).

7
Il y-a donc (3> x 4! = 840 anagrammes avec les lettres AAAEIOU.

4 3
3. lly-a (2) facons de placer les deux A dans le premier mot et <1> facons de placer un A

dans le second mot. Les trois A étant placés il y-a 4! facons de placer les quatre autres lettres.

4 3
Le nombre cherché est donc <2) X (1) x 4! = 432.

@ 1. Pour la premiére personne il y-a 24 choix possible pour une place; pour la deuxiéme
23 choix, etc et pour la quinzieme 10 choix.

Le nombre de répartition possible est donc 24 x 23 x ... x 10 = 1709 789 466 857 472 000.

C’est aussi le nombre A% de 10-arrangements des 24 places.

8
2. 1l y-a (5) = 56 fagons de choisir les 5 bancs qui seront occupés. Ce choix étant fait il

reste a répartir les 15 personnes sur les 15 places soit 15! facons.



8
Le nombre de répartition possible est donc (5) x 15! = 73229764 608 000.

8
3. Il y-a <2> = 28 fagons de choisir les 2 bancs qui seront occupés par les filles puis
6

facons de choisir les 3 bancs qui seront occupés par les gargons. Ce choix étant fait il

y-a 6! de répartir les filles et 9! de répartir les garcons. Le nombre de répartions est donc

(2) X (g) x 6! x 9! = 146 313 216 000.

1. On a ny, = p (on peut mettre le drapeau sur sur les poteaux 1,2,...,p).

Si on a deux drapaux et deux poteaux : si on met des deux drapeaux sur le premier poteau
on a 2 possibilités et si on met des deux drapeaux sur le second poteau on a 2 possibilités, soit
4 possibilités; si on met un drapeau sur chaque poteau on a 2 possibilités donc on a ng s = 6.

2. Supposons que l'on ait d drapeaux et p poteaux. Il y-a n4_1, fagons de répartir les d — 1
premiers drapeaux.

Si on suppose que le poteau numéro i posséde d; drapeaux il y-a d; + 1 facons de placer le

p P

dernier drapeaux sur ce poteau donc il y-a en tout Z (di+1) = Z di+p=d—1+p facon
i=1 i=1
de placer le dernier drapeau.
On adonc: ng, = (d+p—1) X ng_1,.

En écrivant ces relations ny, = (p+1) X nyp,n3p = (P +2) X nayp, ..., Nap = (d+p—1) %
Nd—1, €t en multipliant membres & membres on obtient : ng, = (p+1) X (p+2) x ... X
: —1)! (p+d—1)
(d+p—1) X nyy, soit nay = FEL ou|ny, = (-1 |

1. Numérotons le livres de 1 & 10. Le nombre de facons de ranger ces 10 livres est le
nombre de fagons de choisir les 10 numéros des 15 places en tenant compte de 'ordre (on range
ensuite le premier livre a la premiere place etc...). Le nombre cherché est donc

A =15 x 14 x 13 x 12 x 11 x 10 x 9 x 8 x 7 x 6 = 10897 286 400.

2. Il y-a 5 facons de choisir la place du livre rangé le plus a gauche (place 1 4 5). Cette place
étant choisie il reste a ranger les dix livres sur les neuf places suivantes. Le nombre cherché est
donc

5 x 10! = 18144 000.

3. Il y-a 5 fagons de choisir la place du livre rangé le plus a gauche. Cette place étant
choisie il y-a 9 facons de choisir la place du tome 1. Il reste ensuite a ranger cote a cote 8 livre
dans 8 places. Le nombre cherché est donc

5 x 9 x 8! = 1814 400.

@ 1. Le nombre de choix possibles est le nombre de fagons de choisir 6 personnes parmi
10, sans répétitions et sans tenir compte de I'ordre. C’est donc le nombre de 6-combinaisons

10
d’un ensemble & 10 éléments, c’est a dire (6) = mxgxsﬁw = 210.
2. Distinguons deux cas :

— si aucun des membres de la famille ne vient : on a (6) choix possibles;

6



— si les trois membres de la famille viennent il reste & choisir 3 personnes parmi 7 soit (3)

choix possibles.

On a donc (Z) + <;> = 42 choix possibles.

3. On a de méme deux cas :

8
— si aucunes des personne ne vient il y-a (6 fagons de choisir colocataires;

— si une seule des deux personnes vient il y-a 2 facons de la choisir puis il reste a choisir 5

8 8
personnes parmi 8 soit (5) choix possibles, soit 2 x (5) choix possibles.

On a donc (2) + 2 x (i) = 140 choix possibles.

1. L’ensemble D des diviseurs de n supérieurs ou égal a 2 est un sous-ensemble de N
non vide (car il contient n) donc D posséde un plus petit élément d.

2. Supposons que d ne soit pas premier. Alors il admet un diviseur ¢ distinct de 1 et
strictement inférieur & n. Alors § est aussi un diviseur de n supérieur ou égal a 2 donc § € D.
Cela est absurde car § < d.

Conclusion : d est un nombre premier.

3. On effectue une "récurrence forte".

Soit la propriété P (n) : ”n se décompose en produit de nombres premiers”.

La propriété est vraie pour n = 2 (2 est égal & sa décomposition).

Supposons la propriété P (k) vraie pour 2 < k < n (n entier fixé) et démontrons la pour
n—+ 1.

Distinguons deux cas : si n+1 est premier la propriété P (n + 1) est vraie (la décomposition
de n + 1 n’a qu'un facteur, lui-méme).

Si n + 1 n’est pas premier son plus petit diviseur d supérieur ou égal a 2 est strictement
inférieur & n + 1 (car n + 1 n’est pas premier) et est premier (d’aprés 2.). Il existe un entier
naturel d’ tel que n = dd’. Comme 2 < d <n-+1alors2 <d <n+1donc?2<d<n. Comme
P (d’) est vraie alors d’ se décompose en produit de facteurs premiers donc n = dd’ aussi (car
d est premier), donc P (n + 1) est vraie.

Conclusion : la propriété P (n) est vraie pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2.



