Exercices Déterminants
1. Soient n réels x1,xs,...,2,. On pose :

1 1 1
T X2 T,
2 2 2
D (xy,x9,...,x,) = | T1 22 Ty
n—1 n—1 n—1
L1 Lg L

1. Montrer que pour tout polyndéme unitaire P (c’est a dire dont le terme de plus haut
degré vaut 1) de degré n — 1 on a :

1 1 1

T1 X9 T

D(xl,l’g,...,l'n): QZ% Ib% SL’%
P(zy) P(xy) -+ - P(zy)

2. En considérant un polynéme P convenable montrer que pour n > 2 on a :

n—1
D (z1,29,...,0,) = D (x1,22,...,Tp_1) H (Tn, — i) .
i=1
4. Déduire des questions précédentes la valeur de D (x1, xo, ..., x,).
1 1
Soient a, b, ¢ trois réels. Onpose A= a | , B=|b|etC=| ¢
a? b? c?
1 1
1. Calculer V (a,b,¢) =|a b c]|.
a? v A

2. Montrer que :
det (@A +bB,bB + cC, cC + aA) = abdet (A, B, cC + aA)+acdet (A, C, cC + aA)+bcdet (B, C,cC + aA)
a+b b+c cHa

3. En déduire la valeur de A (a,b,c) = |a®> +b* b* +* & +d?|.
a®+0° b4 P +ad

z Yy 2z i
: -~ —t
Pour z,y, z,t réels soit A = y i
-z t x -y
—t —z y =x

1. Calculer "AA et en déduire |det A|.
2. On suppose (y, z,t) # (0,0,0).

a. Montrer que la fonction x —— det (A) est polyniomale dont le terme de plus haut
degré est z* et que cette fonction est de signe constant.

b. En déduire det (A).
Le résultat subsiste -t-il si (y, z,t) = (0,0,0) ?

3. Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible.
Correction :



1. Soit P = X" 1 4+ a, o X" 2+ ...+ ay; en effectuant 'opération L,, < agLi + a1 Ly +
..+ ay,_oL, 1 le déterminant ne change pas et on obtient :

1 1 1

x To T,

D (z1,79,...,1,) = x? a2 e e 22
P(zy) P(zy) -+ -+ P(z)

n—1
2. Soit le polynome P (X) = [] (X —a;) : c’est un polynéme unitaire de degré n — 1
i=1

qui s’annule en zq,...,n — 1 donc, d’apré la question précédente on a : D (xy,z9,...,2,) =
1 1 e ... 1
Ty Xy e e T,
af oy e e z2 | En développant par rapport a la derniére ligne on obtient, vu que
0 0 -+ - P(z)
n—1

n—1
P(xz,) =[] (zn — i), D (x1,29,...,2,) = D (x1,29,...,2p_1) H (Tn — ;).
=1 i=1
3. Comme D (1, x2) = x5 — 21 on obtient par récurrence en utilisant la question précédente

Vn > 1,D (z1,29,...,2,) = H (x; — ;)|

i>j
1<ij<n
1 1 1 1 0 0
1.V(a,b,c): a b cl=la b—a c—a |(Cy— Cy—C,C5« C3—C1) donc
a®> b? a? vV —a? - a?
1 0 0 1 1
V(a,b,c) = (b—a)(c—a) a2 1 1 | =((b—-a)(c—a) bt a c—i—a‘ (en developpant
a® b+a c+a

par rapport a la premiere ligne) soit |V (a,b,¢) = (b—a)(c—a) (c —b)|.

2. En developpant en utilisant la trilinéarité du déterminant on obtient :

det (aA +bB,bB + c¢C,cC + aA) = det (aA, bB, cC + aA) + det (aA, cC, cC + aA)

+det (bB,bB, cC + aA) + det (bB, cC, cC + aA).

Or det (aA,bB,cC + aA) = abdet (A, B,cC + aA), det (aA, cC,cC + aA) = acdet (A, C, cC + aA),
det (bB,bB, cC + aA) = b*det (B, B,cC + aA) = 0 et det (bB, cC, cC + aA) = bedet (B, C, cC + aA).
Onadonc: det (aA + bB,bB + c¢C,cC + aA) = abdet (A, B, cC + aA)+acdet (A, C, cC + aA)+
bedet (B, C, cC + aA).

3. On a A (a,b,c) = det (aA+ bB,bB + cC, cC + aA).

D’autre part det (A, B, cC' + aA) = det (A, B, c¢C) (en ajoutant a la troisiéme colonne —aA),
soit det (A, B, cC' + aA) = cdet (A, B,C'). Demémeon adet (A, C,cC + aA) = cdet (A,C,C) =
0,etdet(B,C,cC+ad)=det(B,C,aA) =adet (B,C,A) =adet (A, B,C).

On a donc A (a, b, c) = 2abcdet (A, B, C'), soit, d’aprés 1/ :

A (a,b,c) =2abc(b—a)(c—a)(c—D).

1. Un calcul facile donne *AA = (22 + y? + 2% + t?) I; (matrice diagonale dont les termes
de la diagonale valent tous x2 + y? + 22 + t2).



On a donc det’ AA = det A. det’ A = (det A)? (car det (M N) = det M. det N). Or det’ AA =
(> +y* + 22+ t2)4 (déterminant d’une matrice diagonale ou triangulaire=produit des éléments

de la diagonale), donc | |[det A| = (22 + 42 + 22 + £2)*|.

2. a. En developpant det A par rapport & la premiére colonne (par exemple) puis en
recommengant avec les déterminants d’ordre 3 et 2 on constate que det A est une fonction
polynome dont le terme de plus haut degré est a?.

Si (y,2,t) # (0,0,0) on a det A # 0 d’aprés la question précédente. La fonction z —— det A
étant continue sur R elle est de signe constant.

2. b. Dapres 1/ det A = + (22 + 32 + 22 + #2)° dont le terme de plus haut degré en x est

+2%. Le terme de plus haut degré de det A étant 24 on a donc |det A = (22 + 42 + 22 + £2)° .

Si (y,2,t) = (0,0,0), A est diagonale et det A = z* donc le résultat précédent est aussi

valable.
3. A est inversible <= det A # 0 <= 2® + > + 2> + 1 £ 0 < (2,9, 2, 1) # (0,0,0,0).




