Formule de Poincaré et dérangements d’un ensemble
Si A est un ensemble fini on note |A| son cardinal.

1. Soient Ay, Ay, A3 trois ensembles finis.

Calculer |A; U Ay U Azl en fonction de |Ay], |As| et [As].

2. Généralisation

Soient Ay, Ag,..., A, (n > 1) des ensembles finis. Montrer que :

1A UJAU. . U4 = ;]AA —Z|AiﬂAj|+...+(—1)"_1\A1UA2U...UAH\

1<J

= Xn: (1)1 > A, - N Ai,| (Formule de Poincaré)
k=1

1<ir<..<ip<n

On appelle dérangement de 'ensemble {1,2, ..., n} une permutation de {1,2,...,n} n’ayant
aucun point fixe (i.e. une permutation o telle que o (k) # k pour tout k de {1,2,...,n}).

3. Pouri € {1,2,...,n} on note F; 'ensemble de permutation o de {1,2,...,n} telles que
o (i) = 1.

Calculer |E;|.

En déduire |E;, N E;, N...NE; | pour k € {1,2,...,n}.

4. Soit D,, 'ensemble des dérangements de {1,2,...,n}.

Déduire des questions précédentes |D,,| en fonction de n (on écrira |D,,| = nlz,, la suite =,
étant écrite sous forme d’une somme).

FEzxemple : dans une copropriétés les 10 résidents ont 10 places de parking réservées et
numérotées.

Quelle est le nombre de fagons qu’ils ont de se garer pour qu’aucun de soit a sa place
?[ex8.2015]
5. Probléme des chapeaux

Au début d’une soirée n personnes (n € N*) accrochent leur chapeau a I’entrée (on suppose
que chaque personne posséde un chapeau).

a. Calculer la probabilité p, pour qu’aucune des personnes ne se retrouve avec son
chapeau.

b. Montrer que pour tout réel x et tout entier naturel n on a :

2 n x T

T T e _
=14+ +—+...+—+— u"e “du.
2! n!  nlJ,

En déduire la limite de p,, quand n tend vers l'infini.

Correction :

1. Compte tenue de la relation |A U B| = |A|+|B|—]A N B| (*) pour deux ensembles finis A
et B (voir cours !) et de 'associativité de 'union il vient : |A; U Ay U A3 = (A1 U Ay) U As| =
|A; U As| + |As] — |(A1 U Ay) N As]. En réappliquant la formule (*) & |A; U Ay on obtient :

1A U Ay U Ag| = | Ay + [As] + | As| — [A1 N As| — [(A1 U Ap) N Ayl

D’autre part, I'intersection étant distributive sur 'unionon a: (A; U As)NAs = (A; N Az)U
(AN A3), donc [(A; U Ay) N As| = (A1 N As) U (AN A3)|, et en réappliquant (*) on obtient
|(A1 U Ag) N As| = |A1 N As| + [A2 N As| — [(A1 N As) N (A2 N A3)l.

Or (Al N Ag) N (A2 N Ag) = A1 N A2 N Ag, donc ’(Al U AQ) N A3| = |A1 n A3| + ‘AQ N A3| -
| A1 N Ay N Al



Finalement :

|A; U Ay U Ag| = |A1] + |As| + |As] — |A1 N Ay — |A1 N As| — |Aa N As| + |Ar N Ay N Asl.

2. Récurrence sur n.
Soit P (n) la propriété : "pour tous ensembles finis Ay, As, ..., A,, [A1JA2U.. . UA,| =

SEDETY AN, N A4, |"

k=1 1< <. <ix<n
La formule est vraie pour n = 1, n = 2 (c’est la formule (*)), et n = 3 d’aprés 1/.

Supposons qu’elle soit vraie pour n donné.

On généralise le calcul de la question 3/ :

|A1UA2UUAnUAn+1| = |A1UA2UUAn|+|An+1|—|(A1UA2UUAn)mAn+1| (CaSTLZQ
= DY AN N Ay Aa] — (A UA UL UA,)
k=1 1<i1 <. < <n

Par distributivité on a : (Al U AQ U...u An) N An+1 = (Al N An+1) U (AQ N An+1> U...u
(A, N Apnq1) et en utilisant I'hypothése de récurrence :

(A1 N A ) U (AN A ) U U (AN A =S (D" S A, N N4, N A,
k=1

1<iy <...<ip<n

donc |(A;U A U. .. UA) N A= (D) S A, 0. N A, N Ay, dou
k=1

1<i <. <ip<n

n
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k=1 1<i1<.. < <n 1<i1<...<ix<n
n+1 1

= Y (-1) S AN N A,
k=1 1< <. <1 <n+1

donc la propriété est vraie pour n + 1.

Conclusion : d’aprés le principe de récurrence, la propriété est vraie pour tout entier n € N*.

3. Un élément de F; est uniquement déterminé par une bijection de {1,2,...,n}\ {i} dans
lui-méme, donc |E;| = (n — 1)L

De méme |E, NE,N...NE; | =(n— k).

4. Soit P, 'ensemble des permutations de {1,2,...,n}.

Les éléments de F1 U By U ... U E, sont les permutations de {1,2,...,n} qui invarient au
moins un élément de {1,2,...,n},doncona D, =P, — EyUE,U...UE,.

n

D’aprés les questions précédente ona |Ey U By U ... U E,| = S (=1)F ! > |Ey, 0. N E;|.

k=1 1<ii<...<ig<n

|Eiy N...N E;,| est le cardinal de 'ensemble des permutations de {1,2,...,n}
1<i1 <. <ig<n

qui invarient tout sous-ensemble de {1,2,...,n} de cardinal k : il y-a (Z) fagons de choisir un

sous-ensemble de {1,2,...,n} ak élémentset |E;, N... N E;, | = (n —k)!, donc > |Er, N...NE; |

1<i1<..<ip<n
n n!



n!

n n | n
Finalement |F, U B, U...UE,| = 3 (=1)"" o 801t [ Dy = nl—37 (—D)F! % = n (1 — 3 (=)*!

k=1 k=1
n 1
n! (z (—1)F E)’ donc

k=0

Ezxemple : le nombre de fagons qu’ont les résidents de se garer sans qu’aucun ne soit a sa
place est le nombre de dérangements d’un ensemble & 10 éléments, soit |Djo| = 1334961.

5. a. Le nombre de fagons qu’on les n personnes de choisir un chapeau est n! (nombre
de permutations des n chapeaux). Le nombre de fagons qu’on les n personnes de choisir un
chapeau sans qu’aucun n’ait le sien correspond au nombre de dérangements de ces n chapeaux.

1"
Onadoncpn:|g—i|:1—%+%+...+%

b. Soit P (n) la propriété "Vx € R,e* =1+ x + ”g—? +...+ Z—T + %f fox ue "du".

La propri¢té P (0) est vraie car, pour tout réel z on a: 1+¢” [ e “du =1+ e" [—e "]y =
L+e*[—e ™+ 1] = e

Supposons que la propriété P (n) soit vraie pour un entier donné n. On a donc, pour tout

2 n T .
réel v, e =1+ + 5 +...+5 + 5 fox u"e “du. Intégrons foz u"e "du par parties en posant

(d’apres la question précédente).

xT
U=e U =——e"etV' =u",V = 1;—:; donc [ u"e "du = [e‘“fl:”o—i-#l Jy e urtdu =
- f::: g Jo e ut T du, don e’ =1+ + z—? +..+5+E [e‘”’ f:::ll ol e_“u”“du} ,
soit e =1+ x + 2—? +...+ (ZTLTT), + (neTzl)' fom u"e "du, donc P (n + 1) est vraie.
La propriété P (n) est donc vraie pour tout entier naturel n.
k
no(—1 1o
En remplacant = par —1 dans la formule précédente on obtient e = > ( k') —l—% fo ! u"e “du,
k=0 K

soit p, = e~ + en;,l ffl u"e "du.
Pour -1 <u<0onal<|u<1,donc0< |ul" <letl<e“<e donc0< |ul"e™<e.

On a donc ‘ffl u”e*“du‘ < f£)1 lul" e™"du < fi)l edu = e, d’oll en;,l fi)l u”e*“du) <L

Il en résulte (d’apres le théoréme de 1’étau) que la suite en;,l ffl u"e “du converge vers 0

donc| lim p, =et=1|
n—-+00 €




