On rappelle que les fonctions continues de R dans R vérifiant :

V(z,y) eR? flz+y)=[f(2)+f(y),

sont les fonctions linéaires : x — ax.

On cherche les fonctions g de R dans |—1, 1] telles que :

g9(x) +9()
Vi(z,y) € R? g(x+y) = 2200 *) .
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1. Soit ¢ la fonction de R dans R définie par ¢ (z) = ‘ 1
61‘

Etudier la surjectivité et l'injectivité de .
Montrer que ¢ réalise une bijection (qu’on continuera a appeler ¢) de R dans |—1,1] et
préciser sa bijection réciproque.

2. Montrer que pour tous réels x et y on a :

o)+ ey)
Pt = e

3. En déduire que pour tous réels z’ et ¢’ de I'intervalle |—1, 1] on a {Tz',y;, €]-1,1] et que :

$,+y,
142y

V() €)1 1, ot ( ) o @) e ).

4. Pour trouver I'ensemble des fonctions vérifiant (*) on procede par analyse-synthése.
Soit donc g une application de R dans |—1, 1] vérifiant (*).

On pose h = o tog.

Exprimer h (x + y) en fonction de h (z) et de h (y).

En déduire I'ensemble des fonctions ¢g continues de R dans |—1, 1] vérifiant (*).

Correction :
1. Soit ¥y € R. On résout ’équation y =

ef—1
eT+1

d’inconnue =z € R. Elle est équivalente a
ye® +y =e" — 1 ouencore e (1 —y) =1+y.
Si y = 1 cette équation équivaut a 0.e® = 1 qui n’admet pas de solution.

Si y # 1 elle est équivalente a e* = %
- si % < 0 soit y € |]—o00, —1] U |1, +00], I'équation est impossible (car e* > 0 pour
tout réel x);
- si if—z > 0 soit y € |—1, 1[, 'équation équivaut a x = In (%)
En définitive I’équation n’a pas de solution si y € |—o0, —1]U[1, +00[ et une unique solution
(r=1In (i—g)) si y € |—1,1]. L’application ¢ est donc injective et pas surjective.

Si on prend |—1, 1] pour ensemble d’arrivée, ¢ est bijective (I’équation y = ¢ () a une
unique solution pour tout y € |—1, 1[) et sa bijection réciproque est 'application ¢~ de |—1,
i luti tout y 1,1[) et sa bijection réci t Iapplication ¢! de |—1,1

dans R définie par ¢! (y) = In (i—z)
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2. On a, pour tous réels = et y : Tro@e(y)  ThelaT (@)D 1)
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3. Soient 2’ et y' de l'intervalle |—1,1[. Comme ¢ est une bijection de R dans |—1,1[ il

existe z et y dans R tels que 2/ = ¢ (z) et ¥ = ¢ (y) donc fil',yy/, = 1“12)(;)‘2((9;) = p(z+y)

(d’apres 2/) et ¢ (x +y) € |—1, 1] (car ¢ est une application de R dans |—1, 1].

Avec les notations précédentes on a alors : ¢! (%) = Hp(r+y)=z+y. Ora’ =

p(z) ety =p(y) donca =¢™(z) et y =" (y) dot|p™ (%) = @)+ (Y|

1+g(z)g(

et d’aprés la question précédente : ¢! (%) = g@)+¢t(9(y) =h(x)+ h(y)

4. Pour tous réels z et yon a h(zx+y) = ¢ ' (g(z+y)) = ¢! (Mg(y))) (d’apres (*)),

donc :
V(z,y) ER*:h(z+y)=h(z)+h(y).

D’apres le rappel du début il existe a € R tel que h (z) = ax pour tout réel x.

D’autre part on a h = o=t o g <= g = poh (en composant par ¢ & gauche dans les deux
membres). On a donc : Vo € R, g () = ¢ (h(2)) = ¢ (ax) = S

evr 41"
, . , . . . eaT _ 1 , ..
Réciproquement lapplication ¢, : © —— 577 est la composée de © —— ax suivie de ¢ donc

est une bijection de R dans |—1, 1] comme composée de deux bijections (si a # 0) et pour tous
réels z et y on a ¢, (r+y) = ¢ (ax + ay) = ﬂ;ﬁ:ﬂ&yg}) = ﬁf;i)(;r )fpaa(

En définitive 'ensemble des fonctions ¢ continues de R dans |—1, 1] vérifiant (*) est :

e — 1
cR* 5.
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(yy)) donc ¢, vérifie (*).




