L’objet du probléme est de résoudre le probléme (*) suivant : trouver les applications
f de R dans R telles que :

(i) f est continue en 0 et

(i) vz € |- 1,1, f (1 2 ) — (1—22) f (2).

)
Etude d’une solution particuliére

t
Soit g l'application définie sur R par g (x) = AT o g(0) =a (o €R).
T

1. Montrer qu’il existe une unique valeur de « telle que g soit continue en 0.
2. Le réel a ayant la valeur trouvée précédemment, montrer que g est dérivable sur R.

T

3. Montrer que pour tout réel = strictement positif on a : arctanz > .

Dresser le tableau de variation et tracer le graphique de la fonction g.
4. Montrer que g est solution du probléme (*) ssi

2
Va:E]—l,l[,Qarctanx:arctan<1 ° > (1)

— 2

5. Démonter la relation (1) de deux fagons :

a/ en composant les deux membres par la fonction tangente;

b/ en dérivant la fonction ¢ : x — arctan (13”; 2).
La fonction g est donc solution du probléme (*).

Ensemble des solution de (*)

On procede par analyse-synthése : on suppose que f est solution du probléme.

Soit F' la fontion définie par :

Vxe}—z,z[,F(x) = f(tanz).

2°2
6. Montrer que : Vz € | -2, 2|, F(22) = &2 F (z).
En déduire par récurrence sur n que :
T . x cos T 1
Vo 6]—5,5[,\V/7’L€N ,F(l’) :F<2n+1>

2 _x n :
cos? s
27t T cos o
k=1

On admet la formule (que 1'on pourrait démontrer par récurrence) :

1 2" T
[,VnEN*, — = — xsin(—).
" sinx 2n
[T cos 5%
k=1

™

2

Vxe}—g,

2n
sinx

7. Pour x fixé dans ]—7—;, 3 [, trouver un équivalent, quand n tend vers l'infini, de X

sin (%)
8. Déduire des questions précédentes que : Va € ]—7—;, 5 [ —1{0},F (x) = F(0) X =, puis
que :

Ve e RY, f(x) = f(0) ——
9. Trouver toutes les solutions du probléme (*).

Correction : 1. Au voisinage de 0 on a g (z) ~ £ = 1 donc lin(l)g (x) = 1. g sera continue en

0 ssi .



2. g est dérivable sur R* comme quotient de fonctions dérivables sur R*.

Pour étudier la dérivabilité de g on 0 on consideére son taux de variation en 0 ; 7, =

g(z:z:g(o) = anr2  QOr arctanz = x — %3 + o0 (2*) donc 7, = —% + o (z) et T, —3 0. La

fonction g est donc dérivable en 0 et ¢’ (0) = 0.

3. On applique le théoréme des accroissement fini & la fonction arctan sur l'intervalle [0, z]

(arctan étant dérivable sur cet intervalle) : 3¢ € 0, z[/ arCtan(w);arCtan(O) = 1+162. D’autre part
ona: 0<c<zr=1+< 142> = H% > ﬁ On a donc :&ctan@ - IJ:IQ soit

T
arctanz > .= pour z > 0.

rctan
Pour x # O on a : ¢ (z) = mx—a;ax < 0 d’aprés l'inégalité précédente. ¢ est donc

décroissante sur R, et croissante sur R_ car g est paire.

arctan
1 — 2
o — (1 _ 12) arctan x

4. ¢ est solution du probléme (*) ssi : Vo € |—1,1], o T, ce
1—2a2
qui équivaut a : Vz € |—1,1[,2arctanz = arctan( 29;2).

5. a/ Pour x € |-1,1[ on a —§ < arctanz < 7 donc —F < 2arctanz < 7 et aussi
—3 < arctan (139;2) < 5. La fonction tan étant une bijection de ]—%, g[ sur R la relation
(1) est équivalente a : tan (2arctanz) = tan (arctan (12%;)), soit tan (2arctanz) = 2% (car
Vy € R, tan (arctany) = y). Or tan (2arctanz) = 132211&?;3‘;;;) = 2% ce qui prouve (1).

b/ la fonction ¢ est dérivable sur |—1, 1| comme composée de fonctions dérivables et sur cet
, 2(1—x2)+2w(2x)
intervalle, ¢’ (x) = (252) S () N 2 o' () =
’ 14+(1225) 14(225) (1—a?)’+4a2’
La fonction ¢ et 2 arctan x ont méme dérivée sur U'intervalle |—1, 1] donc elle difféerent d’une
constante : 3C' € R/Vx € |-1,1[, ¢ (z) = 2arctanx + C. Pour z = 0 on obtient : 0 =0+ C

d’ou C' =0 donc : Vz € ]—1 1[,¢ () = 2arctan .
6. Pout tout = de |—%,%[ on a F (2z) = f (tan2z) = f (£22%) = (1 — tan’2) f (tanz),

1—tan?z

(1+£E ) o 2
(1422)% — 14a2°

yRIVY

car f est solution du probléme (*). Or 1 — tan?z = 1 — zg;z; = Coszcis_f;n% = gngi Donc
‘v’xe] 474[ F<2x)722:22£F( ) (2)].
Soit P, la propriété : "V € }—g, 5 [ JF(x)=F (Qnﬂl) COSC;’ZZ”% X H L
T

[ F(z) = F (&) 22 x L

22/ cos? 2% cos L°

Ona P :Vxe|-3,
2

3
Or, d’apres (2) ona F' (z) = oot (£) (en remplagant = par z/2) et de méme F (z/2) =

O (2), soit F (1) = o W [ (2) = F (L) gz x

L_ donc P; est vraie.

cos?(z/4) cos?(z/2) cos?(z/4) 22/ cos? >z cos &
Si P, est vraie pour un n donné on a Vx € }—%, g[,F () =F (Qnﬁl) COSCZOS:IH X ——t
2 H COS —
k=1
. . x cos(z/2) 1 __ __cosw T
En remplagant z par z/2: F (z/2) = F (5%5) - X .OrF(z) = IR (%),
H cos 2k+1
k=1
y N _ cosx T cos(x/2) 1 _ T Ccos & 1 :
d'ou : F (fL’) o c0s2(:r/2)F (2""’2) cos? 72;12 X & =F (2"+2) cos? 27{12 X T , qui est la
H cos 2k+1 cos 213—]—1
k=1 k=1
propriété P,.;. La propriété P, est donc vraie pour tout entier n € N*.
7. Quand n tend vers l'infini on a 5; — 0 donc sin (2n) 2n, donc X sin (1) ~
n—s sin 2n N—00

T
sinx”




8. D'aprés 8/ : Vo € | =5, 5[, Vn e N*, F (z) = F (357) =224 X 2— X sin ().

on+1

2
Pour z fix¢ dans |—%,Z[ — {0} on a, quand n tend vers linfini : F (55%) — F (0) (car

= — cosz et 2— x sin(%) — . On a donc : F(z) =

2z sinx

F est continue en 0), —

on+1
F(0) 505 = F0) oz
Ondonc: Vo € | =%, 2[—{0}, f (tanz) = f (0) z%-. En posant y = tanz, soit = arctany

on obtient : Yy € R*, f (y) = f (0) m%, ou: |Vz e R* f(x) = f(0)2canz|
9. Si f est solution de (*) on a f (x) = k&L sj g £ 0 et f(0) = k (car f est continue en
0), donc f (z) = kp () d’aprés les questions précédentes.
Réciproquement (synthése) ces fonctions sont solution de (*) d’apres 4/ et 5/.
Conclusion : les solutions de (*) sont les fonctions # — k¢ () o k est un réel quelconque.




