Soit E un espace vectoriel de dimension 3 et f un endomorphisme non nul de E.
1. Montrer que : f3 =0 <= Im f2 C ker f (f? désigne fo fo f).

Dans les questions 2/ a 5/ f désigne un endomorphisme de E tel que f3 =0 et f2 # 0.
2. Expliquer pourquoi il existe un vecteur zy de E tel que f? (xq) # Og.

En déduire que f n’est ni injective ni surjective.

3. Montrer que le systéme (g, f (z0), f? (z0)) est libre dans E et en déduire que c’est une
base de E.

4. Montrer que ker (Idg + f) = {Og}. En déduire que Idg + f est un isomorphisme de E.

5. Calculer (Idg + f) o (Idg — f + f?) et en déduire (Idg + f)" en fonction de Idp et de
f.

Etude de deux exemples

Soit & = Ry [X] l'espace vectoriel des polynomes de degré inférieur ou égal a 2 et D
I'application qui & P € Ry [X] associe D (P) = P’ (polynome dérivé de P).

Il est clair que c’est un endomorphisme de R, [X] (on ne demande pas de le vérifier).

6. Montrer que D? = 0 et D? # 0. Préciser le noyau et le rang de D.

7. Déduire des questions précédentes que 1'application u qui & P € Ry [X] associe u (P) =
P + P’ est un isomorphisme de R, [X]. Quelle est I'antécédent du polynoéme X2 + 1 par u ?

8. Application : en utilisant la question précédente, résoudre I’équation différentielle
Yy —y +y=a>—2r+3.

Dans la suite on considére ’endomorphisme u de R? défini par

u(e;) = —e;+ex+ 3e3
u(ez) = 3e; — 8eg — ldez
u(eg) = —2e; + Seg + e

ol (ey, ey, €3) désigne la base canonique de R3.

9. Justifier ’existence et 'unicité de w.

-1 3 -2
10. Trouver le rang de la famille de vecteursa=| 1 | ,b=| =8 | ,c=1| 5
3 —14 9

En déduire le rang de u et une base de Im u. Quelle est la dimension du noyau de u ?
11. Ecrire les formules analytiques de u dans la base (ej, €9, €3).
Trouver le noyau de u et en trouver une base. Retrouver le rang de w.

12. Définir u? (= u o u) par ses formules analytiques puis indiquer les calculs qu’il faudrait
effecture pour montrer que u*> = 0 (on ne demande pas ces calculs et on admettra que u® = 0).

13. On pose v = Idg +u. Montrer que pour tout entier naturel n on a : v" = (Idg +u)" =
Idg + nu + @u?

Corrigé :

1. Condition nécessaire : supposons que f3 = 0. Soit y € Im 2 : il existe x € E tel que
y= f?(z) On aalors f (y) = f3(x) = 0 (car f3 = 0) donc y € ker f. On a donc Im f? C ker f.

Condition nécessaire : supposons Im f? C ker f. Pour z € E on a f3(z) = f(f*(z)) =0
car f2(z) € Im f? donc f? (x) € ker f par hypothése. On a donc f3 = 0.

Conclusion : f2 =0 <= Im f2 C ker f

2. Comme f? # 0, f? n’est pas 'endomorphisme nul, donc Vzy € E tel que f2(xq) # 0.



De plus f (f%(xg)) = f2(x9) = 0 (car f2 = 0) donc f?(xq) € ker f et comme f2 (z9) # 0 le
noyau de f n’est pas réduit a {0} donc f n’est pas injective. Comme f est un endomorphisme
de F, espace vectoriel de dimension finie, f n’est pas non plus surjective.

Autre fagon : f3 =0 donc det (f3) = 0, soit (det (f))* = 0 d’ou det (f) = 0 donc f n’est ni
injective ni surjective.

3. Soient des réels a, 3 et v tels que axg + Bf (xo) +7f? (z0) = 0. En prenant I'image des
deux membres par f? il vient, vu la linéarite de f? : af?(x¢) + B2 (zo) + vf* (zg) = 0. Or
f2=0donc f* =0 dou af?(xy) =0 soit a =0 (car f%(xq) # 0).

On a donc Bf (zo) + vf%(x¢) = 0. De méme, en prenant 'image par f, on obtient 3 = 0.
Il reste donc Sf (x9) = 0 d’ou 8 = 0. Le systeme (o, f (7o), f* (70)) est donc libre.

Comme il a trois éléments dans E de dimension 3 c’est donc une base de E.

4. Soit x € ker (Idg + f). On a (Idg + f) (x) = 0 soit z + f (z) = 0. En prenant l'image
par f2 on obtient f2 (z)+ f3(z) = 0 donc f2 (z) =0 (car f3(z) =0). Dans z + f (z) = 0 on
prend I'image par f et on obtient f (x) 4+ f%(x) = 0, soit f (z) = 0 (car f%(x) = 0). Comme
z+ f(x) =0on adonc x =0 et ker (Idg + f) = {0}.

Il en résulte que Idp + f est un endomorphisme de E injectif, donc bijectif car E est de
dimension finie.

5. Par distributivité de o sur + on a : (Idg + f)o (Idg — f + f?) = Idg — f + f33 + f —
f?+ f3 = Idg car f3=0.

De méme (]dE — f+ f2) 9) (]dE +f> = [dE

Il en résulte que Idg + f est un endomorphisme bijectif et (Idg + f)fl = Idg — f + f2

6. Soit P € E. Comme d (P) <2 on a P" =0 soit D?(P) = 0 donc D? = 0.

De plus D? (X?) =2 # 0 donc D? # 0.

Ona: PekerD <= P'=0<«= P = (C, polyndome constant i.e ker D = Rq [X].

On a donc dimker D =1 et d’aprés le théoréme du rang on a rg(D) = 2.

7. Onau = Idg+D donc, d’apres 7/ u est un endomorphisme bijectif et u™! = Idg— D+ D?.

Onau(P)=X*+1P=u!(X?+1)={Idg—D+D*)(X*+1)=X?>+1-2X+2=
X?—-2X +3.

X2 —2X + 3 est donc I'antécédent de X? + 1 par u.

8. D’apreés la question précédente, si on pose Q = X2 —2X + 3, 0n a v 1 (Q) = X? + 1,
soit (Idg — D + D?)(Q) = X? + 1 ou encore Q" — Q' + Q = X? + 1 donc le polynome @ est
solution particuliere de 1’équation différentielle.

Son équation caractéristique est 72 — r + 1 = 0 dont les solutions sont

de I’équation homogéne sont donc /2 (A cos @ + B cos @) (A et B réels).

. Les solutions

1+v3
2

Les solutions de I’équation différentielle sont donc y (x) = /2 (A cos @ + B cos @) +

r? — 21 + 3.
9. Comme (e, €9, €3) est une base de R3 I’application linéaire u existe et est unique (appli-
cation linéaire est déterminée par l'image d’une base).

-1 3 =2 -1 0 0
10. On arg 1 -8 5 | =r1g 1 —5 3| (opéraition : Cy «— Cy + 3C1,C3
—14 9 -5 3
—1 10
03 — 201) =TIg 1 11 2.
)
On aa = u(el b = u(ey),c = donc rgu = rg(a,b,c) = 2, et d’aprés le calcul
— 0
précédent une base de I'image de u est 1 11
3 1

D’apres le théoréme du rang (rgu = dim R? — dimker u) on a dimkeru = 1.



= —x+4+3y—2z
11. Les formules analytiques de w sont ¢ ' = x —8y+ 5z (developper u(z,y,z) =
2= 3r— 14y + 9z
u (zey + yes + ze3)).
—x+3y—2z =0

On a alors u(x,y,2) = (0,0,0) <~ x—8y+5z =0 . Ce systéme équivaut a
3r—14y+92z =0
—x+3y—2z =0
. . - — 2z =
—5y+3z =0 (opérations Ly < Li+Ls, L3 «+ L3+3Lq), équivalent & T3y —2z 0 )
-5y + 3z =0

-5y + 32 =0

On résout ce systéme en prenant par exemple y = o pour parameétre et on obtient z = ga

et x = —La.
3

On a donc ker u = {(‘Tla,a, ga) /o € RY.
C’est la droite vectorielle engendrée par (_?1, 1, g), donc dim ker u = 1.

D’apres le théoréme du rang on retrouve que rgu = 2.

7" — —m’+3y' g
12. Posons (2, v/, ') = u(x,y, 2) et (2",y",2") = u? (z,y,2) = u(2',y,2 ) avec { y' = 2/ — 8y + 5:
2= 32 — 14y + ¢
¥= —xr+3y—2z = =22 +y -7
et { y¥Y= x—8y+5z .Ontrouve{ ' = 62 —3y + 37
7= 3r—14y + 9z 2" = 102" — 5y’ + 57
x/// — _‘T” _"_ 3y// _ 22// —
Les formules analytiques de u® sont { 4" = 2" — 8" +52" =0
Z”/ — 3'1/,// _ 14y// _"_ 92// — 0
-1 3 =2
Remarque : la matrice de v dans la base canoniqueest M = | 1 -8 5 |. Pour avoir
3 —14 9

les formules analytiques de u? on peut calculer M? et on a M? = (0) (matrice nulle).

13. Comme Idg et u commutent on peut appliquer la formule du binéme de Newton :

V" = (Idg +u)" = i (Z)uk _ i (Z)uk

k=0 k=0

car u¥ = 0 pour k£ > 3,donc |v" = Idg + nu + @uz )




