EVE2| Question préliminaire

Soit £ un espace euclidien et F' un sous-espace vectoriel de E' de dimension finie . On note
(;) son produit scalaire et ||.|| la norme euclidienne associée.

Soit pr la projection orthogonale sur F'. Soit x € F.

1. Montrer que :
Vy e F llz—yll = |lz—pr ()]

On a donc d = ||z — pr (2)|| = min ||z —y|.
yeF

Ce réel d s’appelle distance du vecteur x au sous-espace vectoriel F.

2. Soit (ey,ea,...,€,) une base de F et z € E.
Montrer que xy = pr () si et seulement si (z — xg,e,) =0 pour 1 < k < p.

Application 1
Dans les questions 3/ 4 8/ E désigne I’espace vectoriel des matrices a n lignes et n colonnes
a coefficients dans R. On note tr(A) la trace de la matrice A = (a; ;) € E définie par tr(A) =

Zam’. On rappelle que c’est une forme linéaire de E vérifiant : V (A, B) € Etr(AB) =
=1

tr(BA) .
Soit 7T I'application qui & M associe M, matrice transposée de M.

3. Montrer que 7 est la symétrie vectorielle par rapport a S et parallelement & A, ou S et
A sont deux sous-espaces vectoriels de F & préciser.

On note ¢ Papplication de E? dans R définie par ¢ (A4, B) = tr(*AB).

4. Montrer que ¢ est une forme bilinéaire, symétrique.

5. Soit A = (a;;) et B = (b;;) deux éléments de E. Calculer tr(*AB) en fonction de a;; et
bi ;.
’ En déduire que ¢ est un produit scalaire de FE.

6. Montrer que S et A (définis en 1/) sont deux sous-espaces vectoriels supplémentaires
orthogonaux (i.e. E =8 ® A et St = A).

Soit p la projection orthogonale sur S et parallelement a A.
7. Pour A = (a;;) € E calculer p (A) en fonction de a; ;.

8. Soit A = (ai,j) € FE.

MeS

n
Déduire des questions précédentes la valeur de g = min <Z (a;; — mm-)2> (avec M =
ij=1

(m;;)) et trouver S = (s;,) € S telle que
n= <Z (ai,j — Si,j)2> .
ij=1

Application 2



9. En utilisant la partie préliminaire calculer

/2
m = min [/ (z — acos —bsinx)’ dx

(a,b) €R2 771./2

Application 3 : droite de régression

Soient n réels xy,...,x, distincts deux & deux. On se place dans I’espace vectoriel £ des
fontions de {z1,...,x,} dans R muni du produit scalaire :

v (f,9) € B2 (f,9) = z f (@) g ().

La donnée d'un "nuage de points" (2, Yx); <4<, revient a se donner I'élément f de E défini
par :
f(xx) = yp pour 1 <k <n.
n
Les y), étant donnés on cherche deux réels a et b qui minimise > (y, — axy — b)°.
k=1
10. En faisant le lien avec les questions préliminaires, montrer que le couple (a,b) qui

n
minimise S (yx — axy, — b)* est unique.
k=1
Ecrire un systéme de deux équations dont la solution est le couple (a,b).

Corrigé :
Questions préliminaires

1. On écrit # —y = (v —pr(z)) + (pr () —y). Daprés 1/ on a z — pr(z) € F* et
pr(z) —y € F (car pr (x) et y appartiennent a F') donc, d’apres le théoreme de Pythagore on
a:

2 2 2
= ylI” = [l = pr (@) " + lpF () = yII7

done [lz — y|* > [|lz — pr (2)|* soit |lo — yll > ||z — pr (2)]]-

2. Condition nécessaire : si xg € F et ©x —xyg € F*+, on écrit : © = x¢ + (x — zg). Comme
xg € F et x — x9 € F* alors 2y = pr (z) par définition d’une projection.

Condition suffisante : si xo = pr (x) alors on a = xg+y avec y € F-. Comme y = z —
alors v — xg € F*.

Application 1

3. On sait que 7 est linéaire. D’autre part pour tout M de Fona 7T o7 (M) ="M = M
donc 7 o7 = Idg. On en déduit que 7 est une symétrie vectorielle.

D’autre part on a 7 (M) = M ssi ‘M = M i.e. M € S sous-espace vectoriel des matrices
symétriques et 7 (M) = —M ssi ‘M = —M ie. M € A sous-espace vectoriel des matrices
antisymétriques.

Conclusion : T est la symétrie par rapport & S et parallelement & S.

Remarque : il en résulte que £ =S & A.

4. Montrons d’abord que ¢ est symétrique. Soit (A, B) € E2. On a ¢ (A, B) = tr (*AB) =
tr(*(*BA)) (car "(MN) =' N'M) donc ¢ (A,B) = tr(*BA)(car tr (*M) = tr(M)) donc
v (A, B) = ¢ (B,A) et ¢ est symétrique.

Soient (A, ;1) € R* et (A,B,C) € E3. On a oM+ puB,C) = tr(! M +puB)C) =
tr (MNA+p'B)C) = tr (WNAC + p'BC) = tr (NAC) + tr (u'BC), soit ¢ (AA+ uB,C) =



Ar (PAC) + ptr ("BC) = Ap (A, C) + pp (B, C). Ainsi ¢ est une forme linéaire par rapport a
la premiere composante; comme de plus ¢ est symétrique alors elle est bilinéaire.

Conclusion : ¢ est une forme bilinéaire et symétrique.
5. Si A = (a;;) et B = (b;;) appartiennent & E alors ‘A = (a; ;) avec a; ; = a;; et 'AB = C
n n

/ . . . .
= (¢;;) avec ¢; ; = E a; ;;br,j pour i et j compris entre 1 et n, soit ¢; j = E ay,;br,;- On a donc

k=1 k=1
n n n n
tr (*AB) = Zc” = Z Zak,ibk,i soit [tr (*AB) = Z ge,ibri |
i=1 i=1 k=1 ik=1

n

Il en résulte que pour tout A appartenant & E on a tr (*AA) = Z az; > 0 donc la forme
ik=1

¢ est positive. De plus on a ¢ (A, A) = 0 <~ Z aiﬂ- = 0 soit a;; = 0 pour tout 7 et k
i k=1
appartenant a {1,...,n} donc la forme ¢ est définie.

Conclusion : ¢ est un produit scalaire de E.

M+tM 4 M-tM

6. D’aprés 3/ ona £/ =S @ A, et que si M € E on a la décompostion M = == 5

avechzMJthMESetMg:M;tMEA.

Ona M = M, + My € S+ ssi p(M,S) = 0 pour toute matrice S € S. Cela équivaut a
o (My,S) + ¢ (M, S)=0.

Or p (M, S) = tr (*MyS) = tr (—MS) (car 'My = —My)= —tr (MS) = —tr (SM;) =
—tr (*SMy)(car S est symétrique), donc o (M, S) = —p (S, My) = —p (M,, S), donc ¢ (Mo, S) =
0.

On a donc M = M; + My, € St ssi ¢ (M;,S) = 0 pour toute matrice symétrique S.
Pour S = M; on obtient ¢ (M, M;) = 0 soit M; = 0 Finalement M = M; + M, € St ssi
M = M, € A. On a donc S+ = A.

Les sous-espaces vectoriels S et A sont donc supplémentaires orthogonaux.

7. D’aprées 6/ on a, pour tout M € E, p(M) = M+TW Si A = (a;;) on a donc :

p(A)=tEph= ()

2
8. Onap=min||A— M|* = (min |A— MH> (ot |||| est la norme euclidienne du produit
MeS MeS
scalaire ).
D’apres les questions précédentes le minimum ]\12111; |A — M|| est atteint pour M = p(A) =
S
(%)” donc pp = ||[A=p(A)|> = ¢(A—p(A),A—p(A). Comme soit A — p(A) =

(0 = 2432) = (2455 on

n

p= 30 ()|

4,j=1

Application 2



9. On se place dans 'espace vectoriel E/ des fonctions continues sur [—%, %} muni du produit
scalaire défini par (f, g) = fﬂ/z f(t)g(t)dt.

—7/2

On a alors f:{% (z — acos —bsinx)? dx = ||id — a cos —bsin||”.

D’aprés 1/ le minimum a lieu pour a cos +bsin = projeté orthogonal de id sur le sev de F
engendré par cos et sin.

D’apreés 2/ a et b sont caractérisés par le systéme : (id — a cos —bsin, cos) = (id — a cos —bsin
0, soit (id, cos) — a (cos, cos) — b (sin, cos) = (id, sin) — a (cos, sin) — b (sin, sin) = 0.

On a (id,cos) = f:/r%xcos xdx = 0 et (sin,cos) = f:/rz sinz coszdr = 0 (Uintégrande
étant impaire) et (id,sin) = f:{%xsin xdr = 2, (sin,sin) = f:/rz sin® zdz = 3, (cos, cos) =
fﬂ/Q cos® xdr = Im

—7/2 20

a =0

2-bT =0

On a donc m = f:{% (z— %sin:c)de = ”15736.
Application 3
10. Soit f € E défini par f(xr) = yx (1 < k < n) et F le sev de E des fonctions

On obtient le systéme : { soita=0et b= %.

2
xp — azy + b avec a et b réels. On a alors m = mi}l 1f—glI> = (ml}l lf — g||) . D’apres la
ge ge
question préliminaire on a mi}rwl \f =gl = |If —p(f)]| ou p est la projection orthogonale de f
g€

sur F.
Soit (eg : x — 1, €9 : 2 — 1) base de F et posons p (f) = aes+e1. p(f) est caractérisée
n

par (f —p(f),exr,) =0 pour 1 < k < 2, ce qui donne le systéme > (yx — axy, —b) xx = 0 et

k=1
n

> (yp —axy, —b) = 0.
k=1

,sin) =



