
Endomorphismes symetriques
Questions préliminaires
Soit E un espace euclidien de dimension n et B = (e1; : : : ; en) une base orthonormée de E.

On note h; i son produit scalaire.
1. Soit x 2 E. Montrer que les coordonnées de x dans B sont : xk = hx; eki (1 � k � n).
2. Soit u un endomorphisme de E et M = Mat (u;B;B) = (ai;j) sa matrice dans la base

B.

Montrer que : 8 (i; j) 2 f1; : : : ; ng2 ; ai;j = hu (ej) ; eii.
On étudie dans la suite les endomorphismes u de E véri�ant :

8 (x; y) 2 E2; hu (x) ; yi = hx; u (y)i . (1)

On dit que u est un endomorphismes symétrique de u.

Première partie : propriétés générales des endomorphismes symétriques

3. Montrer que la matrice d�un endomorphisme symétrique dans une base orthonormée est
une matrice symétrique.
4. Réciproquement montrer que si la matrice d�un endomorphisme u dans un base orthonor-

mée est une matrice symétrique, alors u est un endomorphisme symétrique.

5. Soit u un endomorphisme symétrique qui est aussi une isométrie.
Que dire de sa matrice M dans une base orthonormée ? En déduire que u est une symétrie

orthogonale.

Soit u une application de E dans E véri�ant (1) (on ne suppose pas que u est linéaire).

6. Montrer que :

8� 2 R;8x; y; z 2 E; hu (�x+ y)� �u (x)� u (y) ; zi = 0.

7. En déduire que u est un endomorphisme symétrique.
Deuxième partie : étude d�exemples

8. Montrer qu�une projection orthogonale de E est un endomorphisme symétrique de E.
Pour n entier naturel supérieur ou égal à 2 on note dans la suite E = Rn [X] l�espace

vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal à n et B = (1; X; : : : ; Xn) sa base canonique.

On considère � l�application de Rn [X] dans R [X] dé�nie par

8P 2 Rn [X] ;� (P ) = 3XP 0 (X) +
�
X2 � 1

�
P 00 (X) .

9. Montrer que � induit un endomorphisme de Rn [X] (que l�on continuera à noter �).
Pour P et Q dans E on pose :

hP;Qi =
Z 1

�1
P (t)Q (t)

p
1� t2dt.

10. Véri�er que l�on dé�nit ainsi un produit scalaire de E (on s�attachera particulièrement
à montrer que l�application est dé�nie).

Le but des questions suivantes est de prouver que l�application � est symétrique.

11. Montrer que pour tout entier naturel q il existe un unique polynôme Pq 2 R [X] tel que

� 2 ]0; �[ ; sin [(q + 1) �] = sin (�)Pq (cos �) (**)
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(On calculera la polynôme Pq en utilisant les nombres complexes).

12. Montrer que (P0; P1; : : : ; Pn) est un système orthogonal de E.
(Pour i et j entiers naturels distincts on pourra poser t = cos � dans l�intégrale dé�nissant

hPi; Pji et utiliser la relation : sin p: sin q = 1
2
[cos (p� q)� cos (p+ q)]).

En déduire qu�il existe des réels �0; �1; : : : ; �n tels que (�0P0; �1P1; : : : ; �nPn) soit un système
orthonormé de E.

13. En dérivant deux fois la relation (**) montrer que pour tout entier naturel q :�
q2 + 2q

�
Pq = 3XP

0

q +
�
X2 � 1

�
P

00

q .

14. Déduire des questions précédentes que l�application � est symétrique.
(On pourra considérer la matrice de � dans la base (�0P0; �1P1; : : : ; �nPn)).

Correction : 1. Si x =
nP
i=1

xiei on a, pour k 2 f1; : : : ; ng : hx; eki =
�

nP
i=1

xiei; ek

�
=

nP
i=1

xi hei; eki = xk (car hei; eki = 0 si i 6= k et 1 si i = k).

2. Par dé�nition de la matrice d�une application linéaire on a u (ej) =
nP
i=1

ai;jei. D�après la

question précédente on a ai;j = hu (ej) ; eii .
3. SiM = (ai;j) est la matrice d�un endomorphisme symétrique dans une base orthonormée

(ei)1�i�n on a : 8 (i; j) 2 f1; : : : ; ng
2 ; ai;j = hu (ej) ; eii (d�après 2/) = hej; u (ei)i (car u est

symétrique) = hu (ei) ; eji = aj;i, donc la matrice M est symétrique.

4. Supposons que la matrice M = (ai;j) d�un endomorphisme u dans une base orthonormée
(ei)1�i�n soit symétrique. Alors ai;j = aj;i pour tout i et j dans f1; : : : ; ng, soit hu (ej) ; eii =
hu (ei) ; eji (*) d�après 2/.

Si x =
nP
i=1

xiei et y =
nP
j=1

yjej appartiennent àE on a : hu (x) ; yi =
*
u

�
nP
i=1

xiei

�
;
nP
j=1

yjej

+
=*

nP
i=1

xiu (ei) ;
nP
j=1

yjej

+
, soit hu (x) ; yi =

nP
i;j=1

xiyj hu (ei) ; eji.

De même on a : hx; u (y)i =
nP

i;j=1

xiyj hei; u (ej)i, donc hu (x) ; yi = hx; u (y)i (d�après (*)).

Conclusion : u est un est un endomorphisme symétrique.

5. u étant un endomorphisme symétrique sa matriceM est symétrique i.eM =t M . Comme
u est un isométrieM est une matrice orthogonale donc tM =M�1, d�oùM =M�1 ouM2 = In
(matrice identité). On a donc u2 = IdE i.e. u est une symétrie. Comme c�est une isométrie, u
est une symétrie orthogonale.

6. 8� 2 R;8x; y; z 2 E; on a : hu (�x+ y)� �u (x)� u (y) ; zi = hu (�x+ y) ; zi �
� hu (x) ; zi � hu (y) ; zi, par linéarité du produit scalaire, soit

hu (�x+ y)� �u (x)� u (y) ; zi = h�x+ y; u (z)i � � hx; u (z)i � hy; u (z)i (car u véri�e(1))
= h�x+ y � �x� y; u (z)i (linéarité du produit scalaire)
= h0E; zi = 0.

7. D�après 6/ on a u (�x+ y) � �u (x) � u (y) = 0E (car z est un vecteur quelconque :
prendre par exemple z = u (�x+ y)� �u (x)� u (y)), donc u (�x+ y) = �u (x) + u (y) donc u
est linéaire. Comme elle véri�e (1) u est donc un endomorphisme symétrique.
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8. Soit p la projection orthogonale sur F parallèment à G = F?. Si x = x1+x2 avec x1 2 F
et x2 2 F?et y = y1 + y2 avec y1 2 F et y2 2 F?, on a : hp (x) ; yi = hx1; y1 + y2i = hx1; y1i+
hx1; y2i = hx1; y1i (car hx1; y2i = 0). De même hx; p (y)i = hx1 + x2; y1i = hx1; y1i + hx2; y1i =
hx1; y1i (car hx2; y1i = 0). On a donc hp (x) ; yi = hx; p (y)i pour tous vecteurs x et y de E donc
p est un endomorphisme symétrique de E.
10. Il est facile de voir que h; i est symétrique, bilinéaire et positif.
Supposons que pour P 2 E; hP; P i = 0 soit

R 1
�1 (P (t))

2
p
1� t2dt = 0. La fonction t 7�!

(P (t))2
p
1� t2 étant continue et positive sur [�1; 1] on en déduit que 8t 2 [�1; 1] ; (P (t))2

p
1� t2 =

0 donc P (t) = 0 pour tout t 2 ]�1; 1[. Le polynôme P a une in�nité de racines, c�est donc le
polynôme nul, donc h; i est dé�nie et c�est donc un produit scalaire de E.
11. Pour � 2 ]0; �[ et q 2 N on a : sin [(q + 1) �] = Im

�
ei(q+1)�

�
= Im

�
(cos � + i sin �)q+1

�
.

Or (cos � + i sin �)q+1 =
q+1P
k=0

�
q+1
k

�
cosq+1�k �:ik sink �. Sa partie imaginaire s�obtient pour

k impair. On pose donc k = 2j + 1 et 0 � 2j + 1 � q + 1, soit 0 � j � q=2, donc 0 �

j � E (q=2). On a donc Im
�
(cos � + i sin �)q+1

�
= Im

"
E(q=2)P
j=0

�
q+1
2j+1

�
cosq�2j �:i2j+1 sin2j+1 �

#
=

Im

"
E(q=2)P
j=0

�
q+1
2j+1

�
cosq�2j �:i (�1)j sin2j+1 �

#
.

Donc Im
�
(cos � + i sin �)q+1

�
= sin �

E(q=2)P
j=0

�
q+1
2j+1

�
cosq�2j �: (�1)j (1� cos2 �)j �.

Finalement : sin [(q + 1) �] = sin (�)Pq (cos �) avec Pq (X) =
E(q=2)P
j=0

�
q+1
2j+1

�
Xq�2j (�1)j (1�X2)

j,

ou Pq (X) =
E(q=2)P
j=0

�
q+1
2j+1

�
Xq�2j (X2 � 1)j .

Unicité de Pq : siQq est un autre polynôme véri�ant (**), on a : � 2 ]0; �[ ; sin (�)Pq (cos �) =
sin (�)Qq (cos �), donc Pq (x) = Qq (x) pour tout réel de l�intervalle ]�1; 1[. Les polynômes Pq
et Qq coïncident en un in�nité de points, donc ils sont égaux : Pq = Qq, d�où l�unicité de Pq.

12. Pour i et j entiers naturels distincts on a : hPi; Pji =
R 1
�1 Pi (t)Pj (t)

p
1� t2dt. Posons

t = cos � (� 2 [0; �]) donc dt = � sin �:d� et
p
1� t2 =

p
sin2 � = sin � (car � 2 [0; �]).

On obtient : hPi; Pji =
R �
0
Pi (cos �)Pj (cos �) : sin

2 �dt =
R �
0
sin [(i+ 1) �] : sin [(j + 1) �] dt

(d�après (**)). Comme sin [(i+ 1) �] : sin [(j + 1) �] = 1
2
[cos ((i� j) �)� cos ((i+ j) �)], on a

2 hPi; Pji =
R �
0
cos ((i� j) �) d� �

R �
0
cos ((i+ j) �) d� =

h
sin((i�j)�)

i�j

i�
0
�
h
sin((i+j)�)

i+j

i�
0
= 0.

Le système (Pk)0�k�n est donc orthogonal.

Si �i = 1
kPik pour 0 � i � n, alors (�0P0; �1P1; : : : ; �nPn) est un système orthonormé de E.

13. En dérivant (**) on obtient 8� 2 ]0; �[: (q + 1) cos [(q + 1) �] = cos �Pq (cos �) �
sin2 �P

0
q (cos �), et en redérivant : � (q + 1)

2 sin [(q + 1) �] = � sin �Pq (cos �)�3 cos � sin �P
0
q (cos �)+

sin3 �P "q (cos �).

Donc : � (q + 1)2 sin (�)Pq (cos �) = � sin �Pq (cos �)�3 cos � sin �P
0
q (cos �)+sin

3 �P "q (cos �)

d�après (**) soit (q2 + 2q)Pq (cos �) = 3 cos �P
0
q (cos �) � (1� cos2 �)P "q (cos �) (en simpli�ant

par sin �).

Les polynômes (q2 + 2q)Pq et 3XP
0
q (X) + (X

2 � 1)P
00

q coïncident en une in�nité de points

(tous les réels de l�intervalle ]�1; 1[ donc ils sont égaux, soit (q2 + 2q)Pq = 3XP
0
q + (X

2 � 1)P
00

q .

14. D�après 13/ on a : 8q 2 f0; : : : ; ng ;� (Pq) = (q2 + 2q)Pq, donc� (�qPq) = (q2 + 2q)�qPq.
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Dans la base orthonormée (�0P0; �1P1; : : : ; �nPn), la matrice de � est diagonale, donc elle
est symétrique : d�après la question 4/, u est un endomorphisme symétrique de E.
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