
EVE6 Endomorphismes antisymetriques
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n dont le produit scalaire est noté h; i.

Etant donnée une application f de E dans E on considère la propriété

8 (x; y) 2 E � E; hf (x) ; yi = �hx; f (y)i (*).

Noter qu�on ne suppose pas f linéaire.

Partie A. Proprietes generale des fonctions verifiant (*)

1. On suppose que f véri�e (*). Montrer que pour tout x dans E on a hf (x) ; xi = 0.
Réciproquement soit u une application linéaire de E dans E telle que

8x 2 E; hu (x) ; xi = 0.

Montrer que u véri�e la propriétés (*) (on pourra développer hu (x+ y) ; x+ yi pour x et y
dans E).

2. Soit f véri�ant (*). Montrer que f est linéaire.
(Indication : on pourra developper hf (x+ �y) ; zi pour x; y et z dans E et � réel).
3. Dans cette question seulement on suppose que f est une isométrie de E.
Montrer que f véri�e (*) si et seulement si f � f = �IdE.
(Pour la condition nécessaire (=)) on pourra considérer hf 2 (x) ; yi pour x et y dans E).
Soit B = (e1; : : : ; en) une base orthonormée de E et M = (aij) la matrice d�un endomor-

phisme u de E dans la base B.

4. Montrer que pour tout i et j de f1; : : : ; ng on a aij = hei; u (ej)i.
5. En déduire que l�endomorphisme u véri�e la propriétés (*) si et seulement si tM = �M

(i.e. la matrice M est antisymétrique).

Donner une autre démonstration du résultat de la question 3/.

6. Soit f véri�ant (*).
Montrer que ker f � (Im f)?. En déduire que ker f = (Im f)?.
Que peut-on dire des sous-espaces vectoriels ker f et Im f ?

Partie B. Endomorphismes verifiant (*) pour n=2

On suppose dans cette partie que n = 2. On considère une application f non nulle véri�ant
(*) et on se place dans une base orthonormée (i; j) de E.

7. Ecrire la forme générale d�un matrice antisymétrique de type (2; 2).
Montrer que f est bijective.

8. En déduire que f est la composée d�une homothétie vectorielle et d�un isométrie que l�on
précisera.

Partie C. Endomorphismes verifiant (*) pour n=3

On suppose dans cette partie que n = 3. On considère une application f non nulle véri�ant
(*) et on note M sa matrice dans une base orthonormée B = (e1; e2; e3) de E.

9. Montrer que detM = 0 (utiliser la question 5/). Que peut t-on en déduire pour f ?

Montrer que la dimension du noyau de f est 1 ou 2.

Soient B1 et B2 des bases orthonormées de Im f et de ker f respectivement et B0 = B1 tB2
la "contaténation" de ces deux bases.

10. Expliquer pourquoi B0 est une base orthonormée de E.
11. Exhiber la forme générale d�une matrice antisymétrique de type (3; 3).
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En considérant la matrice de f dans la base B0 montrer que le noyau de f ne peut être de
dimension 2.

12. On a donc nécessairement dimker f = 1.

Montrer que la matrice de f dans la base B0 est

0@ 0 a 0
�a 0 0
0 0 0

1A (a 2 R)

Partie D. Etude de trois exemples

Dans la question suivante E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 muni
d�une base orthonormée directe (i; j; k). Soit u un vecteur �xé de norme 1. On dé�nit
l�application g de E dans E par

8x 2 E; g (x) = x ^ u.

13. a. Montrer que g véri�e la propriété (*) (on pourra utiliser 1/).
Préciser le noyau et l�image de g.

13. b. Soit (e1; e2; u) une base orthonormée directe de E. Ecrire la matrice de g dans cette
base.

Dans les six questions suivantes E est l�espace vectoriel des polynômes à coe¢ cients réels
de degré inférieur ou égal à 2. On considère l�application ' de E � E dans R dé�nie par

8 (P;Q) 2 E � E;' (P;Q) = P (�1)Q (�1) + P (0)Q (0) + P (1)Q (1) .

14. Véri�er que ' est un produit scalaire de E.
Soit h l�endomorphisme de E dé�ni pour tout P de E par

h (P ) = 2P 0 (0)X2 � [P (1) + P (�1)]X.

15. Véri�er que : 8P 2 E; 2P 0 (0) = P (1)� P (�1).
16. En déduire que : 8P 2 E;' (h (P ) ; P ) = 0
(cela implique que h véri�e la propriétés (*) d�après la question 1/).

On pose P1 = 1
2
(X2 +X) et P2 = 1

2
h (P1) .

17. Montrer que la famille (P1; P2) est orthonormée dans E. Calculer h (P2) en fonction de
P1.

18. Déterminer une base (P3) de kerh, avec P3 2 E de norme 1.
19. Montrer que (P1; P2; P3) est une base orthonormée de E et trouver la matrice A de h

dans cette base .

Dans la question suivante on �xe deux réel distincts a et b et on considère l�espace vectoriel
E dé�ni par

E =
�
f 2 C1 (R;R) =8k 2 N; f (k) (a) = f (k) (b) = 0

	
.

On munit E du produit scalaire dé�ni par hf; gi =
R b
a
f (t) g (t) dt.

Soit D l�endomorphisme de E dé�ni par D (f) = f 0.

20. Montrer que : 8 (f; g) 2 E2; hD (f) ; gi = �hf;D (g)i.

Corrigé :
Partie A
1. En prenant x = y dans (*) on obtient hf (x) ; xi = �hx; f (x)i soit hf (x) ; xi =

�hf (x) ; xi (le produit scalaire étant symétrique) donc hf (x) ; xi = 0.
Soit u une application linéaire de E dans E telle que 8x 2 E; hu (x) ; xi = 0. Pour x et y dans

E on a donc hu (x+ y) ; x+ yi = 0. D�autre part hu (x+ y) ; x+ yi = hu (x) + u (y) ; x+ yi
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(car u linéaire) et en developpant par bilinéarité on obtient hu (x+ y) ; x+ yi = hu (x) ; xi +
hu (x) ; yi + hu (y) ; xi + hu (y) ; yi, soit hu (x+ y) ; x+ yi = hu (x) ; yi + hu (y) ; xi = 0 vu
l�hypothèse sur u. On a donc hu (x) ; yi = �hu (y) ; xi pour tout (x; y) 2 E2 i.e. u véri�e
(*).

2. Soit f véri�ant (*). Pour (x; y; z) 2 E3 et � 2 R on a

hf (x+ �y) ; zi = �hx+ �y; f (z)i (d�après (*))
= �hx; f (z)i � � hy; f (z)i
= hf (x) ; zi+ � hf (y) ; zi (d�après (*))
= hf (x) + �f (y) ; zi .

L�égalité hf (x+ �y) ; zi = hf (x) + �f (y) ; zi étant valable pour tout z 2 E on en déduit
que f (x+ �y) = f (x) + �f (y), c�est à dire que f est linéaire.

3. Condition nécessaire. Supposons que f véri�e (*). D�après 2/ f est linéaire; si (x; y) 2 E2
on a hf 2 (x) ; yi = hf (f (x)) ; yi = �hf (x) ; f (y)i (d�après (*)) = �hx; yi (car f est une
isométrie, donc conserve le produit scalaire) = hx;�yi. Donc hf 2 (x) ; yi = h�x; yi pour tout
y 2 E donc f 2 (x) = �x soit f � f = �IdE.
Condition su¢ sante. Soit f une isométrie telle que f �f = �IdE. Pour tout (x; y) 2 E2 on a

hf (x) ; yi = hf 2 (x) ; f (y)i (car f conserve le produit scalaire) = hf � f (x) ; f (y)i = h�x; f (y)i
(hypothèse) soit hf (x) ; yi = �hx; f (y)i i.e. f véri�e (*).
4. Par dé�nition de la matrice d�une endomorphisme on a, pour tout i et j de f1; : : : ; ng,

u (ej) =
nP
k=1

ak;jek. En prenant le produit scalaire des deux membres avec ei il vient hei; u (ej)i =
nP
k=1

ak;j hei; eki = ai;j car hei; eki = 0 si k 6= i et 1 si k = i (la base B étant orthonormée).

5. Condition nécessaire. Supposons que l�endomorphisme u véri�e la propriétés (*). Pour
tout i et j de f1; : : : ; ng on a alors aij = hei; u (ej)i = �hu (ei) ; eji = �hej; u (ei)i = �aj;i donc
M = �tM .
Condition su¢ sante. Supposons que M = �tM , soit aij = �aji pour tout i et j de

f1; : : : ; ng. Pour x =
nP
i=1

xiei et y =
nP
j=1

yjej dans E on a hu (x) ; yi =
*
u

�
nP
i=1

xiei

�
;
nP
j=1

yjej

+
=*

nP
i=1

xiu (ei) ;
nP
j=1

yjej

+
par linéarité de u, soit hu (x) ; yi =

nP
i;j=1

xiyjhu (ei) ; eji| {z }
=aji

= �
nP

i;j=1

xiyjaij =

�
nP

i;j=1

xiyjhu (ej) ; eii| {z }
=aij

= hx; u (y)i, donc u véri�e (*).

Si u est une isométrie on M�1 =t M . On a alors u véri�e (*) ()t M = �M () M�1 =
�M ()M2 = �I ce qui équivaut à f � f = �IdE.
6. Soit x 2 ker f . Pour tout y 2 E on a hx; f (y)i = �hf (x) ; yi = �h0E; yi = 0. Donc x

est orthogonal à tout vecteur de Im f i.e. x 2 ker f � (Im f)?.
D�autre part dim Im f = n � dimker f (théorème du rang) donc dim (Im f)? = n �

(n� dimker f) = dimker f . Donc ker f = (Im f)? .

Comme Im f et (Im f)? sont supplémentaires, on en déduit que ker f et Im f sont supplé-
mentaires, i.e. E = ker f � Im f .
Partie B.
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7. Une matrice antisymétrique s�écrit M =

�
0 �a
a 0

�
. D�après 5/ la matrice de f dans la

base (i; j) est une matrice de ce type avec a 6= 0 (car f 6= 0). On a detM = a2 6= 0 donc f est
bijective.

8. La matrice M s�écrit a
�
0 �1
1 0

�
. La matrice

�
0 �1
1 0

�
est celle de la rotation r d�angle

�
2
, donc f est la composée de l�homothétie de rapport a et de r.

Partie C
9. On a detM = dettM = det (�M) = (�1)3 detM = � detM car d�après 5/ on a

tM = �M . Donc detM = 0 .
On en déduit que f n�est pas bijective (elle n�est ni injective ni surjective).

Comme f n�est pas injective on a ker f 6= f0Eg donc dimker f � 1. Comme f est non nulle
on a ker f 6= E donc dimker f � 2. Donc dimker f = 1 ou 2 .
10. Comme E = ker f � Im f alors B0 est une base de E. De plus ker f = (Im f)? donc les

vecteurs de B1 sont orthogonaux à ceux de B2 donc la base B0 est orthonormée.

11. Une matrice antisymétrique de type (3; 3) s�écrit

0@ 0 a b
�a 0 c
�b �c 0

1A avec (a; b; c) 2 R3.

Si le noyau de f était de dimension 2 la matrice de f dans la base B0 serait du type précédent
avec ses deux dernières colonnes nulles donc a = b = c = 0 soit M = 0 ou encore f = 0, cas
exclu par hypothèse.

12. Comme dimker f = 1 la dernière colonne de M est nulle soit b = c = 0 donc

M =

0@ 0 a 0
�a 0 0
0 0 0

1A :
Partie D
13. a. Il est clair que g est linéaire. Pour x dans E le vecteur x^u est orthogonal à x donc

hg (x) ; xi = 0. D�après la question 1/, g véri�e (*).
On a x 2 ker g ssi x ^ u = 0E ce qui équivaut à dire que x est colinéaire à u. ker g est la

donc la droite � engendrée par le vecteur u. D�après 6/ Im g est le plan orthogonal à �.

13. b. La base (e1; e2; u) étant orthonormée directe on a u^ e1 = e2 donc g (e1) = e1 ^ u =
�e2. De même e2 ^ u = e1 donc g (e2) = e1. En�n g (u) = u^ u = 0E. La matrice de g dans la

base (e1; e2; u) est donc

0@ 0 1 0
�1 0 0
0 0 0

1A.
14. Il est clair que ' est symétrique, bilinéaire, positive. Soit P 2 E tel que ' (P; P ) = 0

soit (P (�1))2 + (P (0))2 + (P (1))2 = 0. Donc P (�1) = P (0) = P (1) = 0. Comme P est de
degré � 2 et qu�il a trois racines distinctes deux à deux, c�est donc le polynôme nul. Donc '
est dé�nie.

Conclusion : ' est un produit scalaire de E.

15. Soit P = aX2+ bX + c 2 E. On a P 0 = 2aX + b donc 2P 0 (0) = 2b et P (1)�P (�1) =
(a+ b+ c)� (a� b+ c) = 2b donc 2P 0 (0) = P (1)� P (�1) .
16. On a ' (h (P ) ; P ) = [h (P )] (�1)P (�1) + [h (P )] (0)P (0) + [h (P )] (1)P (1). Or, en

utilisant 15/, h (P ) (�1) = 2P 0 (0) + P (1) + P (�1) = 2P (1), h (P ) (1) = 2P 0 (0) � P (1) �
P (�1) = �2P (�1) et h (P ) (0) = 0, donc ' (h (P ) ; P ) = 2P (1)P (�1)� 2P (�1)P (1) = 0.
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17. On a ' (P1; P2) = '
�
P1;

1
2
h (P1)

�
= 1

2
' (P1; h (P1)) = 0 d�après la question précédente,

donc le système (P1; P2) est orthogonal. De plus ' (P1; P1) = [P1 (�1)]2+[P1 (0)]2+[P1 (1)]2 = 1
donc kP1k = 1. Comme P2 = h (P1) = 1

2
(X2 �X) on a de même kP2k = 1.

Conclusion : le système (P1; P2) est orthonormé.

On a h (P2) = 1
2
h (X2 �X) = �X2 �X donc h (P2) = �2P1 .

18. On a P = aX2 + bX + c 2 ker' () 2P 0 (0)X2 � [P (1) + P (�1)]X = 0 ce qui

équivaut au système P 0 (0) = P (1) + P (�1) = 0, soit
�

b = 0
a+ c = 0

, soit b = 0 et c = �a.

On a ainsi ker' = fa (X2 � 1) =a 2 Rg. Donc P3 = X2 � 1 est une base de kerh et de plus

kP3k2 = [P3 (�1)]2 + [P3 (0)]2 + [P3 (1)]2 = 0 + 1 + 0 = 1 donc kP3k = 1.
19. D�après 17/ et 18/ les polynômes P1; P2 et P3 sont de norme 1 et P1 ? P2. On véri�e

de plus que ' (P1; P3) = ' (P2; P3) = 0. Donc (P1; P2; P3) est une base orthonormée de E.

On a h (P1) = 2P2, h (P2) = �2P1 et h (P3) = 0 d�où la matrice de ' dans la base orthonor-

mée (P1; P2; P3) : A =

0@0 �2 0
2 0 0
0 0 0

1A .

20. Pour (f; g) 2 E2 on a hD (f) ; gi =
R b
a
f 0 (t) g (t) dt. On intègre par parties en posant

u = g et v0 = f 0, donc hD (f) ; gi = [f (t) g (t)]ba �
R b
a
f (t) g0 (t) dt = �

R b
a
f (t) g0 (t) dt (car

f (a) = g (b) = 0) donc hD (f) ; gi = �hf;D (g)i .
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