EVEG6| ENDOMORPHISMES ANTISYMETRIQUES
Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension n dont le produit scalaire est noté (,).
Etant donnée une application f de E dans E on considére la propriété

V(z,y) € ExXE(f(x),y) =—(z,f(y) ()

Noter qu’on ne suppose pas f linéaire.
PARTIE A. PROPRIETES GENERALE DES FONCTIONS VERIFIANT (*)

1. On suppose que f vérifie (*). Montrer que pour tout = dans E on a (f (z),z) =

Réciproquement soit v une application linéaire de F dans E telle que
Ve e E,(u(x),z)=0.

Montrer que w vérifie la propriétés (*) (on pourra développer (u(z +y),z +y) pour x et y
dans F).

2. Soit f vérifiant (*). Montrer que f est linéaire.

(Indication : on pourra developper (f (x + Ay), z) pour z,y et z dans E et \ réel).

3. Dans cette question seulement on suppose que f est une isométrie de F.

Montrer que f vérifie (*) si et seulement si f o f = —Idg.

(Pour la condition nécessaire (=) on pourra considérer (f2(x),y) pour x et y dans F).

Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E et M = (a;;) la matrice d'un endomor-
phisme u de F dans la base B.

4. Montrer que pour tout i et j de {1,...,n} on a a;; = (e;,u(e;)).

5. En déduire que 'endomorphisme u vérifie la propriétés (*) si et seulement si ‘M = —M
(i.e. la matrice M est antisymétrique).

Donner une autre démonstration du résultat de la question 3/.

6. Soit f veérifiant (*).

Montrer que ker f C (Im f )L. En déduire que ker f = (Im f )L.

Que peut-on dire des sous-espaces vectoriels ker f et Im f 7

PARTIE B. ENDOMORPHISMES VERIFIANT (*) POUR N=2

On suppose dans cette partie que n = 2. On considére une application f non nulle vérifiant
(*) et on se place dans une base orthonormée (i, j) de E.

7. Ecrire la forme générale d’un matrice antisymétrique de type (2, 2).

Montrer que f est bijective.

8. En déduire que f est la composée d’une homothétie vectorielle et d’un isométrie que 'on
précisera.

PARTIE C. ENDOMORPHISMES VERIFIANT (*) POUR N=3

On suppose dans cette partie que n = 3. On considére une application f non nulle vérifiant
(*) et on note M sa matrice dans une base orthonormée B = (eq, €5, €3) de E.

9. Montrer que det M = 0 (utiliser la question 5/). Que peut t-on en déduire pour f 7

Montrer que la dimension du noyau de f est 1 ou 2.

Soient B; et B, des bases orthonormées de Im f et de ker f respectivement et B’ = By LI B,
la "contaténation" de ces deux bases.

10. Expliquer pourquoi B’ est une base orthonormée de F.

11. Exhiber la forme générale d’une matrice antisymétrique de type (3, 3).
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En considérant la matrice de f dans la base B’ montrer que le noyau de f ne peut étre de
dimension 2.

12. On a donc nécessairement dim ker f = 1.

0 a O
Montrer que la matrice de f dans la base B est | —a 0 0] (a € R)
0 0O

PARTIE D. ETUDE DE TROIS EXEMPLES

Dans la question suivante E est un espace vectoriel euclidien orienté de dimension 3 muni
d’une base orthonormée directe (i,7,k). Soit u un vecteur fixé de norme 1. On définit
I’application g de E dans F par

Ve € E,g(x) =x Au.

13. a. Montrer que g vérifie la propriété (*) (on pourra utiliser 1/).
Préciser le noyau et 'image de g.

13. b. Soit (eq, e, u) une base orthonormée directe de E. Ecrire la matrice de g dans cette
base.

Dans les six questions suivantes F est I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal a 2. On considere ’application ¢ de £ x E dans R définie par

V(P,Q) € Ex E,¢(P.Q) = P(~1)Q(~1) + P(0)Q (0) + P(1) Q(1).

14. Vérifier que ¢ est un produit scalaire de F.
Soit h ’endomorphisme de F défini pour tout P de E par

h(P)=2P (0) X* - [P(1) + P(-1)] X.

15. Vérifier que : VP € E,2P'(0) = P (1) — P (—1).

16. En déduire que : VP € E,p (h(P),P)=0

(cela implique que h vérifie la propriétés (*) d’aprés la question 1/).

On pose P, =1 (X2 + X) et P, = $h(Py) .

17. Montrer que la famille (Py, ) est orthonormée dans E. Calculer h (P2) en fonction de
p,.

18. Déterminer une base (P;) de ker h, avec P3 € E de norme 1.

19. Montrer que (P, P, P;) est une base orthonormée de E et trouver la matrice A de h
dans cette base

Dans la question suivante on fixe deux réel distincts a et b et on considére I’espace vectoriel
E défini par
E={feC”RR)/Vk €N, f("‘)(a) = ™) (b) :o}.

On munit £ du produit scalaire défini par (f, g) f f
Soit D I’endomorphisme de E défini par D (f) =

20. Montrer que : YV (f,g) € E*, (D (f),g) :—(f,D( )).

Corrigé :

Partie A

1. En prenant x = y dans (*) on obtient (f (x),z) = < f(x)) soit (f(x),x) =
—(f (x),z) (le produit scalaire étant symétrique) donc (f (x),x) =

x)
Soit u une application linéaire de E dans E telle que Va € E, (u (x )
FE on a donc (u(z+vy),z+y) = 0. D’autre part (u(z+y),z+y)

)

0. Pour x et y dans
() +uly),z+y)

(u
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car u linéaire) et en developpant par bilinéarité on obtient (u (z +vy),x +y) = (u(x),x) +

(
(u(x),y) + (uly),z) + (u(y),y), soit (u(r+y),x+y) = (u(@),y) + (uly),r) = 0 vu
I(’hypothese sur u. On a donc (u(z),y) = —(u(y),z) pour tout (x,y) € E? i.e. u vérifie

")

2. Soit f vérifiant (*). Pour (z,y,2) € E> et A\€ Ron a

(fx+Xy),2) = —(@+ Ay f(2)) (dapres (%))

= —{z,f(2)) = Ay, [ (2))
= (f(@),2) + A ([ (), 2) (dapres (*))
(f (@) +Af(Y),2).

Légalite (f (x + A\y),2) = (f () + A\f (y), z) étant valable pour tout z € E on en déduit
que f(z+ Ay) = f(x) + Af (y), c’est & dire que f est linéaire.
3. Condition nécessaire. Supposons que f vérifie (¥). D’aprés 2/ f est linéaire; si (z,y) € E?

on a (f*(z),y) = (f(f(2),y) = = (f(2),f(y) (dapres (*)) = —(z,y) (car f est une

isométrie, donc conserve le produit scalaire) = (z, —y). Donc (f?(z),y) = (—z,y) pour tout
y € E donc f? (z) = —z soit fo f=—Idg.
Condition suffisante. Soit f une isométrie telle que fof = —Idg. Pour tout (z,y) € E? on a
)

(f (x),y) = (f*(2), f (y)) (car f conserve le produit scalaire) = (f o f (z), f (y)) = (=, f (y))
(hypothese) soit (f (z),y) = — (x, f (y)) i.e. f veérifie (*).

4. Par définition de la matrice d’une endomorphisme on a, pour tout i et j de {1,...,n},
n

u(e;) = > ay €. En prenant le produit scalaire des deux membres avec e; il vient (e;, u (e;)) =
k=1

> ak; (e, ex) = a;; car (e;,ex) =0si k#ietlsik=7i(labase B étant orthonormée).
k=1

5. Condition nécessaire. Supposons que ’endomorphisme u vérifie la propriétés (*). Pour

tout i et j de {1,...,n} on aalors a;; = (e;,u(e;)) = — (u(e;),e;) = — (e, u(e;)) = —a;,; donc
M = —tM.
Condition suffisante. Supposons que M = —'M, soit a;; = —a;; pour tout i et j de
{1,...,n}. Pourz = > we; ety =Y yje;dans Fona (u(x),y) = <u (Z xiei) Y yj€j> =
i=1 j=1 i=1 j=1
Y xu(e;), Y yje; ) par linéarité de u, soit (u (z),y) = > xy;(u(e;),ej) = — Z Ty =
i=1 j=1 i,j=1 SN— i,j=1
=a;j;

— > zyi(ule)),e) = (z,u(y)), donc u vérifie (*).
ig=1 —

Si u est une isométrie on M~ =' M. On a alors u vérifie (¥) <! M = - M < M~ =
—M <= M? = —I ce qui équivaut & fo f = —Idg.
6. Soit x € ker f. Pour tout y € E on a (x, f (y)) = —(f (z),y) = — (0g,y) = 0. Donc z
. : 1
est orthogonal & tout vecteur de Im f i.e. x € ker f C (Im f) ™.
D’autre part dimIm f = n — dimker f (théoréme du rang) donc dim (Im f)" = n —

(n — dimker f) = dimker f. Donc |ker f = (Im f)L

Comme Im f et (Im f )L sont supplémentaires, on en déduit que ker f et Im f sont supplé-
mentaires, i.e. ’E =ker f & Im f ‘
Partie B.




—a
0
base (i, j) est une matrice de ce type avec a # 0 (car f # 0). On a det M = a® # 0 donc f est

bijective.

7. Une matrice antisymétrique s’écrit M = (2 ) D’aprés 5/ la matrice de f dans la

8. La matrice M s’écrit a (0 _1>. La matrice (0 _1) est celle de la rotation r d’angle

1 0 1 0
5, donc f est la composée de ’homothétie de rapport a et de r.
Partie C
9. On a det M = det'! M = det(—M) = (—1)*det M = —det M car d’aprés 5/ on a

‘M = —M. Donc .

On en déduit que f n’est pas bijective (elle n’est ni injective ni surjective).
Comme f n’est pas injective on a ker f # {0} donc dimker f > 1. Comme f est non nulle
on a ker f # E donc dimker f < 2. Donc ’dimkerf =1 ou 2‘.

10. Comme E = ker f & Im f alors B’ est une base de E. De plus ker f = (Im f)* donc les
vecteurs de B; sont orthogonaux & ceux de By donc la base B’ est orthonormée.

0 a b
11. Une matrice antisymétrique de type (3,3) s’écrit | —a 0 ¢ | avec (a,b,c) € R3.
—b —c 0

Si le noyau de f était de dimension 2 la matrice de f dans la base B’ serait du type précédent
avec ses deux derniéres colonnes nulles donc a = b = ¢ = 0 soit M = 0 ou encore f = 0, cas
exclu par hypothése.

12. Comme dim ker f = 1 la derniére colonne de M est nulle soit b = ¢ = 0 donc

0 a O
M=]|—-a 0 0
0 00

Partie D

13. a. Il est clair que g est linéaire. Pour x dans F le vecteur x A u est orthogonal & x donc
(g (z),x) =0. D’apres la question 1/, g veérifie (*).

On ax € kerg ssi z A u = O ce qui équivaut a dire que x est colinéaire & u. ker g est la
donc la droite A engendrée par le vecteur u. D’apres 6/ Im g est le plan orthogonal & A.

13. b. La base (e, €2, u) étant orthonormée directe on a u A e; = eg donc g (e1) = e3 Au =
—ey. De méme ey A u = e; donc g (e3) = e;. Enfin g (u) = u Au = 0g. La matrice de g dans la

0 10
base (e, es,u) est donc | =1 0 0
0 00

14. 1l est clair que ¢ est symétrique, bilinéaire, positive. Soit P € E tel que ¢ (P, P) =0
soit (P (—1))* + (P (0))* 4 (P (1))*> = 0. Donc P (—1) = P(0) = P (1) = 0. Comme P est de
degré < 2 et qu’il a trois racines distinctes deux a deux, c’est donc le polynéme nul. Donc ¢
est définie.

Conclusion : ¢ est un produit scalaire de E.

15. Soit P = aX?+bX +c€ E. Ona P’ =2aX +bdonc 2P’ (0) =2bet P(1)— P (-1) =
(a+b+¢)—(a—b+c)=2bdonc|2P (0)=P(1)— P(-1)|

16. On a ¢ (h(P),P) = [h(P)|(=1)P(—=1)+ [A(P)](0) P(0) + [A(P)] (1) P(1). Or, en
utilisant 15/, h(P)(—1) = 2P'(0) + P(1) + P(—1) = 2P (1), h(P) (1) — )
P(—=1)=—-2P(—1) et h(P)(0) =0, donc ¢ (h(P),P)=2P(1)P(—-1)—2P(—-1)P(1) =0.




17. Ona ¢ (P, Py) = ¢ (P, 2R (P1)) = S0 (P1,h (P1)) = 0 d’apres la question précédente,
donc le systéme ( Py, Py) est orthogonal. De plus ¢ (P, P) = [Py (= 1) +[P, (0)]*+[P (1)) =1
donc [|P|| = 1. Comme P, = h (P;) = 5 (X? — X) on a de méme || P[] = 1.

Conclusion : le systéme (Py, Py) est orthonormé.

Onah(Py) = Lh(X?—X)=—X%— X donc |h(Py) = —2P, |

18. Ona P = aX?+bX + ¢ € kerp <= 2P (0) X? — [P(1) + P(—1)] X = 0 ce qui
équivaut au systeme P’ (0) = P(1) + P(—1) = 0, soit { a—lij—c ig , soit b =0 et c = —a.

On a ainsi ker o = {a (X? — 1) /a € R}. Donc est une base de ker h et de plus
1Ps[|* = [Ps (=1)]* + [P5 (0)]* + [P35 (1)]* = 0+ 1+ 0 = 1 donc || P3| = 1.

19. D’apres 17/ et 18/ les polynomes P, P, et P3 sont de norme 1 et P; 1L P,. On vérifie
de plus que ¢ (Py, P3) = ¢ (P, P3) = 0. Donc (P, Py, P3) est une base orthonormée de FE.

Onah (P) =2P,, h(P,) = —2P; et h(P3) = 0 d’ot la matrice de ¢ dans la base orthonor-

0 =2 0
mée(Pl,P2,P3): A= 2 0 0
0 0 0

20. Pour (f,g9) € E? on a (D(f),g) = fab f'(t) g (t)dt. On intégre par parties en posant
u=getv = f, donc (D(f), g) = |
(

)
FOgOL — [Pty g t)dt = — [7f(t) g (t)dt (car
f(a)=g(b) =0) donc (D (f),g) =—(f, D(9))|




