Soit la fonction f définie par

1. Donner un équivalent de f en +oo.

2. Préciser I’ensemble de définition, de continuité et les limites aux bornes de I’ensemble de
définition de f.

On montrera que f a une limite finie [ en 0 & gauche et on prolongera f en 0 en posant
f0)=1.

3. Le prolongement de f en 0 est-il dérivable & gauche en 0 ?

Que peut-on en déduire pour le graphique de f 7

4. Donner 'ensemble de dérivabilité de f et calculer f’(x).

On montrera que f’ () a le signe de 5t c’est & dire de z (z — 1).

Dresser le tableau de variation de f .

5. Montrer que :c1—1>rinoo (f(z) —x)=-1.

Que peut-on en déduire pour le graphique Cy de f ?
Tracer Cy.

Correction : 1. Onaer — 1donces ~ 1. D’autre part on a u

r—+o00 +oo

~T (rapport des

termes de plus hauts degrés) donc | f (z) o~k

2. f est définie sur R*. Elle est continue sur R* comme produit et composées de fonctions
continues sur R*.
D’aprés 1/ on a lim f(x ) +oo et lim f(z) = —oc.

T——+00 T——00
)2

— 400 donc lim f (z) = +o0.

1
Quand x tend vers 07 on a ; — +00 et @1 -
z—0+

Pour la limite en 0~ on pose h = —, donc h T et f(x) = (l/f/h1)2e = %eh ~ he".
Or hhm h%e" = 0 (limites Cl&SSlqueS) donc hm L f(2) = 0.
En prolongeant f en 0 par f(0) =0 on obtlent une fonction continue en 0 & gauche.
2
3. Le taux d’accroissement de f en 0 est 7 = (z;} Ler. En posant h = % on obtient
fx)=1—=h)e ~ h2 h e 0, donc le taux d’accroissent de f tend vers 0 en 07.

La fonction f est donc dérivable en 0 & gauche et fg (0) =0.
Le graphique de f présente en une demi-tangente horizontale.

r— 1'2
4. Pour v #0on a f'(z) = 2(35—1)2—;(;1;—1)261/33 — @ x el = (1)35—3+1)€1/I, du signe
de 5 ou de z (z — 1).

5. En posant h =2 — 0, on obtient d’apres 2/, f (z) = (1_:)26’1 = (h—2+ 1) ¢", donc

xﬂioo
f@)—az=(h—2+4)e" — & = het — 2¢" —i—eh_l
Ona he" — 0, —2e" — 2et€’1—>1 donc(h 2+ 1) e — —1dou lim (f(z)—=z) =
h—0 h—0 h— h—0 T—+00

—1.

On en déduit que le graphique de f admet en +00 une asymptote oblique d’équation y = .
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