Soit la fonction f définie par :
9 1
f (z) = 2 arctan :

1+«

1. A l’aide d’un developpement limité montrer que (C') a une asymptote oblique au voisinage
de +00 et préciser la position de la courbe (C') par rapport a cette asymptote.

2. Etudier la variations de f. On pourra écrire f' (z) = x X g (z) et on étudiera les variations

de la fonction ¢g (on montrera que ¢’ (v) = —ﬁ%)

Dresser le tableau de variation de f et les limites aux bornes.

3. Préciser si f est prolongeable par continuité en —1 et préciser les pentes des éventuelles
tangentes (ou demi-tangentes).

4. Tracer le graphique de f dans un repére orthonormé.ex15.2014]

Correction : 1. Posons h = -. Onah e Oet f (z) = 75 arctan (ﬁ) = 5 arctan (Hih)
v (h)-

Comme on veut obtenir un développement limité généralisé de ¢ jusqu en o (h) on effectue
un dl de arctan (lﬁh) a l’ordre 3. Ona 1+h =1—h+h*+o0(h?) donc 1+_h =h—h*+h*+o(h?),

puis arctan (u) = u — ? + ... avec u=h — h* + h® + o (h?).
On a u? = h? — 213 + o(h?),u® =
h—h? 4+ R — & 4 o (h%), soit arctan (u) = h — h? + 22 4 o (h?).
On a donc ¢ (h) =+ — 1+ 2 + 0 (h)
On en déduit qu’au voisinage de +00 la courbe (C') admet une asymptote oblique d’équation

y = = — 1. Au voisinage de +oo (C) est au dessus de 'asymptote et en dessous au voisinage
de —oo0.

h3 + o(h?), donc arctan (u) = u — % +o(h3) =

etenrevenant az: |f(z) =z -1+ 2 +0(2)|

2. La fonction f est définie sur D = R — {—1} et est continue et dérivable sur D comme
produit et composée de fonctions continues et dérivables.

Pour tout xde Dona: f'(z) =2x arctan( —)+a? Lﬂ)g, soit f' (z) = 2z arctan (14%9;)_

(%)

£E2
Pioaie — T X g(ZL’) avec g( ) = 2arctan(1+z) — m
R,  6—1/(1+x)? . 22 42x4+2—x(22+2) __x%+4x16
Pour tout x de D on a: ¢ (x) =2 1*(1%)2 oty T T ariaeia?
Le trinome z? + 4x + 6 étant toujours strictement positif, on a ¢’ (z) < 0 pour tout x € D.
Le tableau de variation de g montre que g () < 0 sur |—oo, —1[ et g (x) > 0 sur |—1, +o0.
Quand z tend vers —1*, - tend vers +oo donc lim f( ) = % et de méme lim f(x) =
r——11 T——1"
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3. On ne peut pas prolonger f par continuité en —1 car f n’a pas de limite en —1.

Cependant, comme [ tend vers § quand z tend vers —1 a droite, on peut prolonger f par

continuité & droite en posant f (—1) = 7. De plus comme xEI—% N f'(x) = —1—m ce prolongement

est dérivable & droite en —1 et f;(—1) = —1 — .
De méme comme f tend vers —% quand x tend vers —1 & gauche, on peut prolonger f

par continuité & gauche en posant f(—1) = —%. De plus comme lim f'(z) = —1+ 7 ce
r——1—

prolongement est dérivable & droite en —1 et f, (—1) = —1 + 7.



