On rappelle que pour tout réel non nul x on a

oo
5 st x>0
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arctan x + arctan — = {
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On définit la fonction f par

x
= t .
f (z) = zarctan (x — 1)
On note D son ensemble de définition.
Variations de f

1. Etudier la dérivabilité de f et calculer f’(x) quand cela a un sens.

ax+f
(P(x))*”

2. Calculer f” (z) (on trouvera une expression de la forme f” (z) = ou P est un
polynéme du second degré et a et  deux constantes réelles).

3. Calculer les limites aux bornes de ’ensemble de définition de f’. En déduire le signe de
f’ puis dresser le tableau de variation de f’ et f (noter que ’équation f’(x) = 0 a une racine
évidente).

4. Donner un équivalent simple de f au voisinage de 00 et en déduire les limites de f aux
bornes de D.

Etude au voisinage de = = 1

5. Donner une expression de f sur Iy = ]0, 1 et sur I; = |1, +o0[ a l'aide de la fonction g
définie par g (z) = x arctan (£21).
6. Calculer le developpement limité de g en z = 1 & 'ordre 3.

7. En déduire le developpement limité de f au voisinage de 1 a l'ordre 3 lorsque x € [ puis
lorsque x € I;.

Interpréter graphiquement ces résultat et faire un schéma.

Etude asymptotique

8. Calculer le developpement limité en h = 0 & l'ordre 1 de la fonction ¢ définie par
¢ (h) = =557

9. Soit la fonction ® définie par ® (h) = arctan (). Calculer & (k).

En déduire le développement limité a ’ordre 2 de ® en h = 0.

10. Déduire de ce qui précéde qu’au voisinage de plus et moins I'infini on

f(a:):al‘+b+§+0(l).

X

Que peut-on en déduire sur le graphique de f ?

Conclusion

11. Tracer I’allure du graphique de f.

Correction :
1. f est définie, continue et dérivable (composée de fonctions continues et dérivable) sur

D =R\ {1} et, Vo # 1, f' (z) = arctan (:%5) + r.—° — arctan (%) —

it
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f' () = arctan (3%7) — gy |




w12 22 —2x+1)—z(dx—
2. De méme [’ est dérivable sur D et f” (z) = —&=2°, (202 2041) alled) L

1+ (55)° (222 -22+1)° T 22wl
—222 : ” 2(z—1
T it 7 (@) = G
3. Onahmf’()zarctanlz% hm+f’():——1et lim f'(z) = =5 — 1, d’ou le
r—+oco x—1 z—1-

tableau suivant

4. On a lim arctan (-%;) = arctanl = Z dond f(z) ~ Zz|donc lim f(z) = +oo et

r—+o00 a1 oo 4 r—+00
lim f(z)= —oc.
5. Siz €]0,1[ on a -%; < 0 donc, d’aprés la question 1/, arctan (-%;) = —Z —arctan (1)

donc | f (v) = —%f — g (x) pour v € ]0,1[| Si x € ]1,+00[ on a -*5 > 0 donc, d’aprés la

question 1/, arctan (ﬁ) = 7 — arctan (1’7_1) donc ‘ f(z) =% —g(x) pour z > 1 ‘

1— I
OnaH—h—l

6. Posons © = 1+ h, donc h — Oet g(z) = (1+h) arctan(Hh)

h+h*+o(h?), donc & = h — h? + h* 4 o(h*). Comme arctanu = u — “? + o (u?) au
voisinage de 0 on a, en posant u = h — h* + h* + o(h?), u* = h* — 2h* 4+ o (R?), u® =
h3 + o (h3), soit arctan(Hh) =h—R+0 -2 1 0h® =h—h*+2 4 0(h?). Donc

(1+ h)arctan (25) = (14 h) (h — 2+ 4, (h3)) =h—" 4+ 0(h?), dot, en revenant a z,

g(z) = (x—1)— & 4 oz —1)°

7. Des questions 6/ et 7/ on déduit f (z) = =5 — (v — 1)+@—|—0 (z —1)% pour z € ]0,1],
et f(x)= %—(m—l)—i—@—l—o(m—l)g pour x € |1, +o00].
Au voisinage de 1 a gauche le graphique C'y de f adment une tangente d’équation y = —7%° —

(x—1) = (=% — 1) z+1 et C; est en dessous de cette tangente (car f (z)—[(-Z — 1)z + lj =

fe 1) 1) +o0(z —1)° < 0 dans un voisinage de 1 a droite) et dans un voisinage de 1 a droite le

graphlque Cy de f adment une tangente d’équation y = &F — (z — 1) = (g — 1) x+1et Oy est
au dessus de cette tangente dans un voisinage de 1 a dr01te
1 11 1
8. Ona ¢ (h) = 5552 = T T (1+h+o(h)).
/ _ (&) we 1 1
9. Pour h #1ona®'(h) = () (L)’ (oW T TR ¢ (h).

En intégrant le développement limité de ¢ (h) on obtient @ (h) = 1. (h + %2 +o0 (h2)> +C.
)

En remplagant h par 0 on obtient arctan 1 = C soit C'= % donc|® (h) = 5 + & + %2 +o(h?)|.

= %arctan (ﬁ) = —.

10. On a f (%) = Larctan (U—h)

h 1/h—1
D’apres 10/ on a donc f (1) = 7 + 5 + 2 + o (h).

Posonsz = . Onah .0 donc f (z) = f (+) = 2414240 (h),soit | f (z) ===+ 1+ L +0(L)

au voisinage de +oo.

On en déduit que Cf admet au voisinage de +oo une asymptote oblique D d’équation
y ="+ % Au voisinage de +oo Uy est au dessus de D et au voisinage de —oo C est en
dessous de D.

11.






