
Exercices Etude de fonctions

1 Soit la fonction f dé�nie par :

f (x) = x2 arctan

�
1

1 + x

�
.

1. A l�aide d�un developpement limité montrer que (C) a une asymptote oblique au voisinage
de �1 et préciser la position de la courbe (C) par rapport à cette asymptote.

2. Etudier la variations de f . On pourra écrire f 0 (x) = x�g (x) et on étudiera les variations
de la fonction g (on montrera que g0 (x) = � x2+4x+6

(x2+2x+2)2
).

Dresser le tableau de variation de f et les limites aux bornes.

3. Préciser si f est prolongeable par continuité en �1 et préciser les pentes des éventuelles
tangentes (ou demi-tangentes).

4. Tracer le graphique de f dans un repère orthonormé.

2 Pour tout entier k supérieur ou égal à 2 on considère la fonction fk dé�nie sur ]0; +1[

par fk (x) =
lnk (x)

x� 1 si x 6= 1 et fk (1) = 0.

1. Etude des fonctions fk
a. Etudier la continuité et la dérivabilité de fk.
b. On considère la fonction auxiliaire 'k dé�nie pour x > 0 par : 'k (x) = k (x� 1) �

x ln (x).
Etudier les variations de la fonction 'k. Montrer que l�équation 'k (x) = 0 a une unique

solution dans R�+ appartenant à l�intervalle ]1; +1[.
On notera dans la suite ak cette solution.
c. Montrer que f 0k (x) a le signe de ln

k�1 x� 'k (x). En distinguant les cas k = 2, k pair
supérieur ou égal à 4 et k impair supérieur ou égal à 3 donner le tableau de variation de fk.

2. Etude de la suite (ak).
On rappelle que ak est la solution de l�équation 'k (x) = 0.
a. Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal à 2 on a :

ek�1 � ak � ek.
b. Pour tout entier k supérieur ou égal à 2 on considère la suite (�k) dé�nie par ak =

ek (1 + �k).
Montrer que pour tout k � 2 on a : �ke�k = (1 + �k) ln (1 + �k).
En déduire l�inégalité : jln (1 + �k)j � ke1�k puis que (�k) converge vers 0.
c. Montrer que la suite (�k) est équivalente à �ke�k. Conclure que l�on a, au voisinage de

plus l�in�ni : ak = ek � k + o (k).
3. Etude d�une valeur approchée de a2

a. Montrer que sur l�intervalle I = [e; e2], a2 est solution de l�équation x =
2 (x� 1)
ln (x)

.

On dé�nit la fonction g sur l�intervalle I = [e; e2] par g (x) =
2 (x� 1)
ln (x)

.

b. En admettant que la fonction g0 est décroissante sur I, montrer qu�il existe un réel
k 2 [0; 1[ tel que : 8x 2 I; 0 � g0 (x) � k.

c. On dé�nit la suite (xn) par x0 = e et xn+1 = g (xn) pour tout entier naturel n.
Montrer que la suite (xn) converge vers a2.
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3 Etudier la fonction f dé�nie par :

f (x) = e1=x
p
x (x+ 2).

On étudiera en particulier l�ensemble de continuité et de dérivabilité de f et l�existence
d�asymptotes obliques et leur position par rapport au graphique de f .

4 Soit f la fonction dé�nie par f (x) = arcsin

 
x+ 1p
2 (x2 + 1)

!
.

1. Démontrer que f est dé�nie dans R. Préciser son ensemble de continuité.
2. Préciser l�ensemble de dérivabilité de f et montrer que pour tout x distinct de 1 on a :

f 0 (x) =
1� x

j1� xj (1 + x2) :

Donner le tableau de variation de f et donner l�allure du graphique de f .

3. Donner une écriture simpli�ée de f en utilisant la fonction arctangente.

5 Soient les fonctions f et g dé�nies sur I = ]�1;+1[ par :

f (x) = ln (1 + x)� 2x

2 + x
et g (x) =

x3

6 (x+ 1) (x+ 2)
.

1. Etudier les variations de f et donner le tableau de variation de f avec les limites aux
bornes.

2. Calculer et simpli�er, pour x 2 I, g0 (x) et g0 (x)� f 0 (x).
En déduire le signe de g (x)� f (x) pour x 2 I.

3. Soit (un) la suite dé�nie pour n � 1 par un = nn+
1
2 e�n

n!
.

Pour n � 1 simpli�er un+1
un

et en déduire que

ln (un+1)� ln (un) =
�
n+

1

2

�
f

�
1

n

�
:

4. Soit (vn) la suite dé�nie pour n � 1 par vn = une
1
12n .

Pour n � 1 simpli�er vn+1
vn

et en déduire que pour n � 1 on a :

ln (vn+1)� ln (vn) =
�
n+

1

2

��
f

�
1

n

�
� g

�
1

n

��
:

5. En déduire que les suites (un) et (vn) sont adjacentes. Soit � leur limite commune

6. Donner un équivalent de n! en fonction de �, puis calculer la limite de la suite
n
p
n!

n
.

6 Soit la fonction f dé�nie par f (x) = arcsin
�

1

1 + x2

�
et Cf son graphique dans un repère

ortonormé.

1. Etudier l�ensemble de dé�nition et de continuité de f .
2. Etudier l�ensemble de dérivabilité de f et calculer f 0 (on détaillera les calculs et on

donnera une expression simpli�ée de f 0 (x)). Que peut-on dire du point de Cf d�abscisse 0 ?

3. Donner le tableau de variation de f et l�allure du graphique de f .
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7 Soit la fonction f dé�nie par f (x) = (x� 1) e
x

x�1 .

Etudier la variations de f ainsi que les limites aux bornes de l�ensemble de dé�nition.

Préciser si on peut prolonger f par continuité en x = 1.

Montrer que f (x)� ex tend vers 0 quand x tend vers �1.
(On écrira f (x) = ex (: : :)� e

x
x�1 et utiliser un équivalent pour trouver la limite du premier

terme).
Que peut-on en déduire pour le graphique de f ?

Tracer le graphique de f .
8 Soit f la fonction dé�nie par

f (x) =
x

1 + e1=x
.

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.
On notera encore f la fonction ainsi prolongée.

2. Etudier la dérivabilité de f en 0. Que peut en déduire sur le graphique de f en 0 ?
3. Etudier l�ensemble de dérivabilité de f et montrer que f 0 (x) a même signe que ' (x) =�

1 + 1
x

�
e1=x + 1.

Etudier les variations de la fonction ' et en déduire celles de f .

4. Montrer que lim
x!�1

�
f (x)� x

2

�
= �1

4
.

Que peut en déduire sur le graphique de f ?

5. Tracer le graphique de f .

9 Etudier la fonction f dé�nie par :

f (x) =

�
x+ 2� 1

x

�
arctanx.

On étudiera en particulier l�ensemble de continuité et de dérivabilité, les prolongements
possibles par continuité et dérivabilité de f , et l�existence d�asymptotes obliques et leur position
par rapport au graphique de f (on écrira f 0 (x) = x2+1

x2
g (x) sur un ensemble convenable et on

étudiera les variation de g).

Tracer le graphique de f .

Correction :

1 1. Posons h = 1
x
. On a h �!

x!�1
0 et f (x) = 1

h2
arctan

�
1

1+1=h

�
= 1

h2
arctan

�
h
1+h

�
= ' (h).

Comme on veut obtenir un développement limité généralisé de ' jusqu�en o (h) on e¤ectue
un dl de arctan

�
h
1+h

�
à l�ordre 3. On a 1

1+h
= 1�h+h2+o (h2) donc h

1+h
= h�h2+h3+o (h3),

puis arctan (u) = u� u3

3
+ ::: avec u = h� h2 + h3 + o (h3).

On a u2 = h2 � 2h3 + o (h3) ; u3 = h3 + o (h3), donc arctan (u) = u � u3

3
+ o (h3) =

h� h2 + h3 � h3

3
+ o (h3), soit arctan (u) = h� h2 + 2h3

3
+ o (h3).

On a donc ' (h) = 1
h
� 1 + 2h

3
+ o (h) et en revenant à x : f (x) = x� 1 + 2

3x
+ o

�
1
x

�
.

On en déduit qu�au voisinage de �1 la courbe (C) admet une asymptote oblique d�équation
y = x � 1. Au voisinage de +1 (C) est au dessus de l�asymptote et en dessous au voisinage
de �1.
2. La fonction f est dé�nie sur D = Rn f�1g et est continue et dérivable sur D comme

produit et composée de fonctions continues et dérivables.
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Pour tout x deD on a : f 0 (x) = 2x arctan
�

1
1+x

�
+x2:�1=(1+x)

2

1+( 1
1+x)

2 , soit f 0 (x) = 2x arctan
�

1
1+x

�
�

x2

x2+2x+2
= x� g (x) avec g (x) = 2 arctan

�
1
1+x

�
� x

x2+2x+2
.

Pour tout x de D on a : g0 (x) = 2�1=(1+x)
2

1+( 1
1+x)

2 � x2+2x+2�x(2x+2)
(x2+2x+2)2

= � x2+4x+6
(x2+2x+2)2

.

Le trinôme x2 + 4x+ 6 étant toujours strictement positif, on a g0 (x) < 0 pour tout x 2 D.
Le tableau de variation de g montre que g (x) < 0 sur ]�1;�1[ et g (x) > 0 sur ]�1;+1[.
Quand x tend vers �1+, 1

1+x
tend vers +1 donc lim

x!�1+
f (x) = �

2
et de même lim

x!�1�
f (x) =

��
2
.

x

f

+ ∞

+

 1

f'(x)  +

+ ∞− π/2

0− ∞

π/2

0

x

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

6

4

2

2

4

x

y

3. On ne peut pas prolonger f par continuité en �1 car f n�a pas de limite en �1.
Cependant, comme f tend vers �

2
quand x tend vers �1 à droite, on peut prolonger f par

continuité à droite en posant f (�1) = �
2
. De plus comme lim

x!�1+
f 0 (x) = �1�� ce prolongement

est dérivable à droite en �1 et f 0d (�1) = �1� �.
De même comme f tend vers ��

2
quand x tend vers �1 à gauche, on peut prolonger f

par continuité à gauche en posant f (�1) = ��
2
. De plus comme lim

x!�1�
f 0 (x) = �1 + � ce

prolongement est dérivable à droite en �1 et f 0d (�1) = �1 + �.

2 fk (x) =
lnk x
x�1 si x 6= 1 et fk (1) = 0.

1. a. fk est dé�nie sur R�+ et continue sur R�+�f1g comme somme et quotient de fonctions
continues et dérivables.
Continuité en 1 : en posant x = 1 + h on a h �! 0

x�!1
et fk (x) =

lnk(1+h)
h

�
0

hk

h
= hk�1 qui

tend vers 0 avec h. Comme fk (1) = 0, fk est continue en 0.
Dérivabilité en 1 : on a �x =

fk(x)�fk(1)
x�1 = lnk(1+h)

h2
�
0

hk

h2
= hk�2. Si k � 3, hk�2 tend vers

0 avec h donc fk est dérivable en 1 et f
0
k (1) = 0 et si k = 2, f2 est aussi dérivable en 1 et

f
0
2 (1) = 1.
b. La fonction 'k est dérivable sur R�+ et '

0
k (x) = k � lnx � 1. On a : '0k (x) � 0 ssi

lnx � k � 1 ssi � ek�1.
Limite en +1 : on écrit 'k (x) = x (k � lnx)� k �! �1

x�!+1
.

On en déduit le tableau de variation de 'k.
Sur l�intervalle

�
ek�1;+1

�
'k est continue et strictement décroissante : c�est une bijection

de
�
ek�1;+1

�
dans

�
ek�1 � k;+1

�
. Comme 0 2

�
ek�1 � k;+1

�
l�équation 'k (x) = 0 a une

unique solution sur l�intervalle
�
ek�1;+1

�
.

Sur l�intervalle
�
0; ek�1

�
on voit de même que l�équation 'k (x) = 0 a une unique solution

et cette solution est 1 (car 'k (1) = 0).
c. Pour x 2 R�+ � f1g on a f

0
k (x) =

lnk�1 x[k(x�1)�x lnx]
x(x�1)2 du signe de lnk�1 x � 'k (x). On en

déduit le tableau de variation de fk suivant les valeurs de k.
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2.a. On a pour k � 2, 'k
�
ek�1

�
= ek�1 � k > 0 et 'k

�
ek
�
= k

�
ek � 1

�
� kek = �k < 0

donc on a ek�1 � ak � ek pour tout k � 2.
b. En posant ak = ek (1 + �k) on a 'k(ek (1 + �k)) = 0 soit k

�
ek (1 + �k)� 1

�
�ek (1 + �k) ln ek (1 + �k) =

0 ou �k = ek (1 + �k) ln (1 + �k). On a donc �ke�k = (1 + �k) ln (1 + �k) pour k � 2.
On en déduit, en prenant la valeur absolue, ke�k = j1 + �kj : jln (1 + �k)j. D�autre part,

comme on a ek�1 � ak � ek, alors ek�1 � ek (1 + �k) � ek soit e�1 � (1 + �k) � 1. On a déduit
que ke�k � e�1 jln (1 + �k)j, soit ke1�k � jln (1 + �k)j pour k � 2.
Quand k tend vers +1, on a ke1�k = ek

ek
tend vers 0 donc d�après l�inégalité précédente et

le théorème de l�étau, jln (1 + �k)j �! 0, soit �k �! 0
k�!1

.

c. Comme �k �! 0 on a ln (1 + �k) � �k donc (1 + �k) ln (1 + �k) � �k soit, d�après la
question précédente, �ke�k � �k.
Il existe donc une suite ("n) tendant vers 0 telle que �k = �ke�k (1 + "n). On a alors, pour

k � 2, ak = ek (1 + �k) = ek
�
1� ke�k (1 + "n)

�
soit ak = ek � k� k"n ou ak = e

k � k + � (k) .
3. Etude d�une valeur approchée de a2
a. D�après 2. a. on a a2 2 [e; e2] et véri�e : 2 (a2 � 1)� a2 ln a2 = 0, soit a2 = 2(a2�1)

ln a2
.

a2 est donc solution de l�équation g (x) = x avec g (x) =
2(x�1)
lnx

.
b. La fonction g0 étant décroissante sur I = [e; e2] on a g0 (e2) � g0 (x) � g0 (e) pour tout x

de I.
Comme g0 (x) = 2 lnx�2(1�1=x)

ln2 x
on a g0 (e) = 2

e
< 10 et g0 (e2) = e2+1

2e2
> 0.

On a donc : 8x 2 I; 0 � g0 (x) � k avec k = 2
e
2 [0; 1[.

c. Pour tout entier naturel n et tout réel de I on a : jg (x)� g (a2)j � k jx� a2j d�après
l�inégalité des accroissements �nis (appliqué à la fonction g dérivable sur I , sur l�intervalle
[x; a2] � I).
En remplaçant x par xn il vient jg (xn)� g (a2)j � k jxn � a2j (on véri�e par récurrence

que xn 2 I pour tout entier naturel n), soit jxn+1 � a2j � k jxn � a2j. Par récurrence (ou
par "cascades") on en déduit que pour tout entier naturel n on a : jxn � a2j � kn jx0 � a2j.
Comme kn �! 0 (car k 2 [0; 1[) il en résulte, par le théorème de l�étau que jxn � a2j �! 0,
soit limxn = a2 .

3 La fonction f est dé�nie pour x 6= 0 et x (x+ 2) � 0 soit x 2 D = ]�1;�2] [ ]0;+1[.
f est continue sur D comme produit et composée de fonctions continues.

Comme la fonction racine carrée est dérivable sur R�+, f est dérivable pour x (x+ 2) > 0
soit x 2 D0 = ]�1;�2[ [ ]0;+1[.

Limite en 0+: posons X = 1
x
�!
x!0+

+1. On a f (x) = eX
q

1
X

�
1
X
+ 2
�
= eX

X

p
2X + 1 �

+1p
2eXp
X
qui tend vers +1 quand X tend vers +1.

Pour x 2 D0 on f 0 (x) = � e1=x

x2

p
x (x+ 2) + e1=x 2x+2

2
p
x(x+2)

=
e1=x(x2�2)
x
p
x(x+2)

.

Dérivabilité en �2� : quand x tend vers �2� on a f 0 (x) �! �1 donc, d�après le théorème
"limite-dérivée", f n�est pas dérivable en �2 et le graphique de f admet au point d�abscisse
�2 une demi-tangente verticale.
Etude des branches in�nies : quand x tend vers �1, f tend vers +1.

Posons X = 1
x
�!
x!�1

0. On a f (x) = eX
q

2X+1
X2 = eX

p
1+2X
jXj .

On a
p
1 + 2X = 1+X� 1

8
(2X)2+o (X2) = 1+X� X2

2
+o (X2) et eX = 1+X+ X2

2
+o (X2)

d�où eX
p
1 + 2X = 1 + 2X +X2 + o (X2).
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Au voisinage de +1 on a donc f (x) = 1
X
+ 2 +X + o (X) soit f (x) = x + 2 + 1

x
+ o

�
1
x

�
.

Le graphique Cf de f admet au voisinage de +1 une asymptote oblique d�équation y = x+ 2
et Cf est au dessus de l�asymptote au voisinage de +1.
Au voisinage de �1 on a f (x) = � 1

X
� 2�X + o (X) = �x� 2� 1

x
+ o
�
1
x

�
. Le graphique

Cf de f admet au voisinage de �1 une asymptote oblique d�équation y = �x � 2 et Cf est
au dessus de l�asymptote au voisinage de �1.

5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

2

4

6

8

10

12

x

y

4 1. f (x) est dé�nie () �1 � x+1p
2(x2+1)

� 1()
�

x+1p
2(x2+1)

�2
� 1

() (x+ 1)2 � 2 (x2 + 1)() (x� 1)2 � 0 ce qui est vrai pour tout réel.
L�ensemble de dé�nition de f est donc égal à R.

La fonction arcsin étant continue sur [�1; 1] la fonction f est continue surD comme quotient
et composées de fonctions continues.

2. La fonction arcsin étant dérivable sur ]�1; 1[ la fonction f est dérivable si x 2 R véri�e
�1 � x+1p

2(x2+1)
� 1 ce qui équivaut à (x� 1)2 > 0 (calcul précédent) soit x 6= 1.

La fonction f est donc dérivable sur D0 = R� f1g. Sur cet ensemble on a :

f 0 (x) =
u0p
1� u2

, avec u =
x+ 1p
2 (x2 + 1)

.

Or u0 (x) = 1�xp
2(x2+1)3=2

, soit f 0 (x) = 1�xp
2(x2+1)3=2

1r
1� (x+1)2

2(x2+1)

= 1�x
p
2(x2+1)3=2

r
(x�1)2
2(x2+1)

, soit

8x 2 D0; f 0 (x) =
1� x

j1� xj (1 + x2) .

Dérivabilité en 1 : de la formule précédente il résule que lim
x!1+

f 0 (x) = �1=2 et lim
x!1�

f 0 (x) =

1=2. La fonction f n�est donc pas dérivable en 1 (théorème "limite-dérivé"). Elle est cependant
dérivable à gauche et à droite en 1 et f

0
d (1) = �1=2 et f 0g (1) = 1=2, donc le graphique de f

admet au point d�abcisse 1 deux demi-tangentes à droite et à gauche de pentes 1=2 et 1=2 (c�est
donc un point anguleux).

L�ensemble de dérivabilité de f est donc Rn f1g.
3. Pour x > 1 on a f 0 (x) = � 1

1+x2
= (� arctanx)0. Il existe donc une constante réelle C

telle que :8x > 1; f(x) = � arctanx+C. Si on fait tendre x vers +1 on obtient : �
4
= ��

2
+C

soit C = 3�
4
.

On a donc : 8x > 1; f (x) = 3�
4
� arctanx (formule valable aussi si x = 1).

De même on obtient : 8x � 1; f (x) = �
4
+ arctanx.
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x

f

+ ∞

+f'(x) 

+ ∞π/2

−1/2

1

1/2
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5 1. f est dérivable sur I (somme et composées de fonctions dérivables) et :

8x 2 I; f 0 (x) = 1

1 + x
� 4

(2 + x)2
=

x2

(1 + x) (2 + x)2
.

On a donc f 0 (x) � 0 sur I donc f est croissante sur I. Comme f (0) = 0, f (x) est positive
sur R+ et f (x) � 0 sur ]�1; 0].
On a lim

x!�1
f (x) = �1 et lim

x!+1
f (x) = +1 (car ln (1 + x) tend vers +1 et 2x

2+x
vers 2).

x

f

+ ∞

+f'(x) 

+ ∞

1 0

− ∞

0

2. Pour x 2 I on a de même : g0 (x) = x2(6+6x+x2)
6(1+x)2(2+x)2

(après calculs !). On donc, pour x 2 I :

g0 (x)�f (x) = x2(6+6x+x2)
6(1+x)2(2+x)2

� x2

(1+x)(2+x)2
=

x2(6+6x+x2)�6x2(1+x)
6(1+x)2(2+x)2

soit g0 (x)� f 0 (x) = x4

6(1+x)2(2+x)2
.

On a donc g0 (x)�f 0 (x) � 0 sur I donc g�f est croissante sur I. De plus on a g (0)�f (0) = 0
donc on a g (x)� f (x) � 0 sur ]�1; 0] et g (x)� f (x) � 0 sur R+ .

3. Pour n 2 N� on a : un+1
un

= (n+1)n+
3
2 e�n�1

(n+1)!
� n!

nn+
1
2 e�n

= (n+1)n+
1
2 e�1

nn+
1
2

=
�
1 + 1

n

�n+ 1
2 e�1.

On a donc : ln
�
un+1
un

�
= lnun+1�lnun =

�
n+ 1

2

�
ln
�
1 + 1

n

�
�1 =

�
n+ 1

2

� h
ln
�
1 + 1

n

�
� 1

n+1=2

i
,

soit lnun+1 � lnun =
�
n+ 1

2

� h
ln
�
1 + 1

n

�
� 2=n

2+1=n

i
=
�
n+ 1

2

�
f
�
1
n

�
:

4. Pour n 2 N� on a : vn+1
vn

= un+1
un

� e
1

12(n+1)

e
1
12n

=
�
1 + 1

n

�n+ 1
2 e�1e

1
12(n+1)

� 1
12n , donc ln (vn+1)�

7



ln (vn) = [ln (un+1)� ln (un)] + 1
12(n+1)

� 1
12n

=
�
n+ 1

2

�
f
�
1
n

�
+ 1

12(n+1)
� 1

12n
, soit

ln (vn+1)� ln (vn) =

�
n+

1

2

��
f

�
1

n

�
+

1

12 (n+ 1) (n+ 1=2)
� 1

12n (n+ 1=2)

�
=

�
n+

1

2

��
f

�
1

n

�
+

1

6 (n+ 1) (2n+ 1)
� 1

6n (2n+ 1)

�
=

�
n+

1

2

��
f

�
1

n

�
� 1

6n (n+ 1) (2n+ 1)

�
=

�
n+

1

2

��
f

�
1

n

�
� 1=n3

6 (1 + 1=n) (2 + 1=n)

�
,

soit ln (vn+1)� ln (vn) =
�
n+ 1

2

� �
f
�
1
n

�
� g

�
1
n

��
:

D�après 1/ f � g est négative sur R+ donc la suite ln (vn) est décroissante, donc (vn) aussi.
De même ln (un+1)� ln (un) =

�
n+ 1

2

�
f
�
1
n

�
et d�après 1/ f est positive sur R+ (car f est

croissante sur I et f (0) = 0) donc ln (un) est croissante, donc (un) aussi.

D�autre part on a un � vn pour n 2 N� (car e
1
12n > 1) donc on a l�encadrement : u0 �

un � vn � v0. La suite (un) est croissante et majorée par v0 et (vn) est décroissante et minorée
par u0 donc ces deux suites sont convergentes. Soient � et �

0 leurs limites respectives:Comme
vn = une

1
12n et que e

1
12n �! 1 alors � = �0.

Conclusion : les suites (un) et (vn) sont adjacentes.

6. On a donc : nn+
1
2 e�n

n!
�! � soit �n!

nn+
1
2 e�n

�! 1 donc �n! � nn+
1
2 e�n ou encore

n! � 1
�
nn+

1
2 e�n :

Il existe donc une suite (�n) telle que �n �! 1 et n! � 1
�
nn+

1
2 e�n �n. D�où :

p
n!
n
=

n

q
�n
�
n

1
2n e�1.

Or n

q
�n
�
= e

1
n
ln( �n� ) et n

1
2n = e

1
2n
lnn tendent vers 1 (car les suites 1

n
ln
�
�n
�

�
et 1

2n
lnn tendent

vers 0) donc lim
n!+1

p
n!
n
= e�1 = 1

e
.

6 1. Pour tout réel x on a 1 + x2 � 1, donc 0 < 1
1+x2

� 1. Comme la fonction arcsin est
dé�nie sur [�1; 1] la fonction f est dé�nie sur R.
Par composition f est continue sur R (arcsin étant continue sur [�1; 1]).
2. arcsin étant dérivable sur ]�1; 1[, f est dérivable en x si �1 < 1

1+x2
< 1, soit si x 6= 0,

par composition de fonctions dérivables.

Pour x 6= 0 on a : f 0 (x) =
� 2x

(1+x2)2r
1�
�

1
1+x2

�2 = � 2x

(1+x2)2

s
(1+x2)2�1

(1+x2)2

= � 2x

(1+x2)
p
(1+x2)2�1

, soit

f 0 (x) = �2x
(1+x2)

p
x2(x2+2)

= �2x
jxj(1+x2)

p
x2+2

.

Dérivabilité en 0 : si x > 0 on a f 0 (x) = �2
(1+x2)

p
x2+2

donc lim
x!0+

f 0 (x) = � 2p
2
= �

p
2.

Si x < 0 on a f 0 (x) = 2
(1+x2)

p
x2+2

donc lim
x!0�

f 0 (x) =
p
2.

D�après le théorème "limit-dérivée", f n�est pas dérivable en 0. Cependant f est dérivables
à droites et à gauche en 0 et f 0d (x) = �

p
2 et f 0g (x) =

p
2.

Interprétation graphique : le graphique de f présente en 0 deux demi-tangentes de pentes
�
p
2 et

p
2, donc le graphique de f présente en x = 0 un point aguleux.
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3. La fonction f est paire, donc il su¢ t de l�étudier sur R+. D�après 2/ on a f 0 (x) � 0 sur
R+.

x

f

+ ∞

+f'(x) 

0− ∞

π/2π/2

0

0
0 5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

x

y

7 La fonction f est dé�nie sur D = Rn f1g et elle y est continue et dérivable (comme
produit et composée de fonctions continues et dérivables).
Pour tout x de D on a : f 0 (x) = e

x
x�1 + (x� 1)

�
x
x�1
�0
e

x
x�1 , avec

�
x
x�1
�0
= � 1

(x�1)2 donc

f 0 (x) = e
x

x�1
�
1� 1

x�1
�
) = x�2

x�1e
x

x�1 , du signe de x�2
x�1 .

Limites aux bornes de D : quand x tend vers+ ou� l�in�ni on a x
x�1 �! 1, donc e

x
x�1 �! e,

d�où lim
x!�1

f (x) = �1 et lim
x!+1

f (x) = +1.

Quand x tend vers 1 à gauche on a : x
x�1 �! �1, donc e

x
x�1 �! 0 (composée de limites),

donc lim
x!1�

f (x) = 0.

Quand x tend vers 1 à droite : posons X = 1
x�1 �!

x!1+
+1, et x = 1 + 1

X
. On a donc

f (x) = 1
X
e(1+

1
X )X = eX

X
� e. Comme eX

X
�!
X!+1

+1, on a lim
x!1+

f (x) = +1.
Prolongement par continuité en 1 : on peut seulement prolonger g par continuité à gauche

en 1 en posant f (1) = 0.

D�autre part, pour x 2 D, on a : f (x)�ex = xe
x

x�1�ex�e
x

x�1 = ex
�
e

x
x�1�1 � 1

�
�e

x
x�1 , soit

f (x)�ex = ex
�
e

1
x�1 � 1

�
�e

x
x�1 . Quand x tend vers �1 on a e

x
x�1 �! 0 donc e

1
x�1�1 � 1

x�1 ,

donc ex
�
e

1
x�1 � 1

�
� ex

x�1 �! e. Comme e
x

x�1 �! e quand x tend vers �1 on a donc

f (x)� ex tend vers 0 quand x tend vers �1 .

On en déduit que le graphique de f admet, au voisinage de �1, une asymptote oblique
d�équation y = ex.

x

f

+ ∞

+f'(x) 

1− ∞

0

2

+

− ∞

+ ∞+ ∞

2
e

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

10

10

20

x

y
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8 1. On a 1
x
�!
x!0+

+1, donc e1=x �!
x!0+

+1 et f (x) �!
x!0+

0.

D�autre part on a 1
x
�!
x!0�

�1, donc e1=x �!
x!0�

0 et f (x) �!
x!0�

0.

On a donc lim
x!0
f (x) = 0. On peut donc prolonger f par continuité en posant :

f (x) =

�
x

1+e1=x
si x 6= 0

0 si x = 0

2. Le taux d�accroissement de f en 0 est : �x =
f(x)�f(0)

x
= 1

1+e1=x
.

Comme en 1/ on a lim
x!0+

�x = 0 et lim
x!0�

�x = 1.

La fonction f n�est donc pas dérivable en 0 mais elle est dérivable à droite et à gauche en 1
avec f

0
d (0) = 0 et f

0
g (0) = 1.

Le graphique de f admet en 0 deux demi-tangentes de pentes 0 à droite et 1 à gauche : le
point O est donc un point anguleux.

3. La fonction f est dérivable sur R� comme somme, quotient et composée de fonction dériv-

ables et : 8x 2 R�; f 0 (x) =
1+e1=x�x

�
� e1=x

x2

�
(1+e1=x)

2 =
(1+ 1

x)e1=x+1

(1+e1=x)
2 du signe de ' (x) =

�
1 + 1

x

�
e1=x + 1.

' est dérivable sur R� comme somme, produit et composée de fonction dérivables et :
8x 2 R�; '0 (x) = � 1

x2
e1=x � 1

x2

�
1 + 1

x

�
e1=x = � 1

x2

�
2 + 1

x

�
du signe de �

�
2 + 1

x

�
= �2x+1

x
.

On en déduit le tableau de variation de ' : elle a un minimum sur R�� qui vaut � = 1�e�2 >
0, donc ' est strictement positive sur R� et donc f 0 aussi.

x
+ ∞



0− ∞

2

+

− ∞ α

φ

φ'

1/2



2

x
+ ∞0− ∞ 1

+

− ∞

f

f' + 01

+ ∞

4. Pour x 6= 0 on a f (x)� x
2
= x

1+e1=x
� x

2
= x

2

�
2

1+e1=x
� 1
�
, soit f (x)� x

2
= �x

2

�
e1=x�1
e1=x+1

�
.

On a 1 + e1=x �!
x!�1

2 et e1=x � 1 �
�1

1
x
(car 1

x
�!
x!�1

0), donc f (x)� x
2
�
�1

�x
2
� 1

2x
= �1

4
.

On a donc lim
x!�1

�
f (x)� x

2

�
= �1

4
, ou lim

x!�1

�
f (x)�

�
x
2
� 1

4

��
= 0.

Le graphique de f admet donc une asymptote oblique d�équation y = x
2
� 1

4
au voisinage de

�1.
5. On obtient le graphique suivant
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x

1 + e1=x

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

2

1

1

2

x

y

9 f (x) =
�
x+ 2� 1

x

�
arctanx.

La fonction f est dé�nie sur R�.
Prolongement en 0 : on a f (x) = x arctanx + 2arctanx � arctanx

x
. Comme arctanx �!

x!0
0

et arctanx
x

�!
x!0

1 (car arctanx �
0
x) on a f (x) �!

x!0
�1. On peut donc prolonger f par continuité

en 0 en posant ef (0) = �1. On continuera à appeler f la fonction ainsi prolongée.
Pour voir si ce prolongement est dérivable en 0 faisons un dl de f en 0 à l�ordre 1. On a

arctanx = x+ o (x2), donc arctanx
x

= 1 + o (x) d�où f (x) = �1 + 2x+ o (x).
f à un dl d�ordre 1 en 0, donc f est dérivable en 0 et f 0 (0) = 2 .

f est dérivable sur R� comme somme et produit de fonctions dérivables et on a :

f 0 (x) =

�
1 +

1

x2

�
arctanx+

x+ 2� 1
x

1 + x2

=

�
1 + x2

x2

�
arctanx+

x2 + 2x� 1
x (1 + x2)

=

�
1 + x2

x2

��
arctanx+

x (x2 + 2x� 1)
(1 + x2)2

,
�

soit f 0 (x) =
x2 + 1

x2
g (x) avec g (x) = arctanx+

x (x2 + 2x� 1)
(1 + x2)2

.

La fonction g est dérivable surR et g0 (x) =
1

1 + x2
+
(3x2 + 4x� 1) (1 + x2)2 � 4x (x3 + 2x2 � x) (1 + x2)

(1 + x2)4
=

4 x
(x2+1)3

(�x2 + 2x+ 1), soit :

g0 (x) =
�4x (x2 � 2x� 1)

(1 + x2)3
.

g0 (x) a donc même signe que �x (x2 � 2x� 1) et s�annule en 0, x1 = 1�
p
2 et x2 = 1+

p
2.

D�après le théorème de la bijection, g s�annule en un unique point � 2 ]�1; x1[.
On obtient le tableau suivant :
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x

g

+ ∞

+g'(x) 

α 0

π/2−π/2

+

x x
1 2

0

0 0

0

f'(x)  0 2+ +

f
+ ∞+ ∞

5 4 3 2 1 1 2 3 4 5

2

4

6

8

x

y

Pour étudier les branches in�nies on fait un dl de f en�1 en posant h = 1
x
�!
x!�1

0. Compte

tenu de la relation arctan 1
x
= �

2
�arctanx pour x > 0 on a : f (x) =

�
1
h
+ 2� h

� �
�
2
� arctanh

�
=�

1+2h�h2
h

� �
�
2
� arctanh

�
. Si on veut un dl jusqu�aux termes en o (h) on e¤ectue un dl de

arctanx à l�ordre 2 : arctanx = h+o (h2), d�où (1 + 2h� h2)
�
�
2
� arctanh

�
= (1 + 2h� h2)

�
�
2
� h+ o (h2)

�
=

�
2
+ (� � 1)h� 4+�

2
h2 + o (h2), soit, f (x) = �

2h
+ (� � 1)� 4+�

2
h + o (h) au voisinage de +1

: f (x) = �
2
x+ (� � 1)� 4+�

2x
+ o

�
1
x

�
.

Le graphique de f admet donc, au voisinage de +1, une asymptote oblique d�équation
y = �

2
x + (� � 1). Comme �4+�

2x
< 0 pour x > 0, le graphique de f est en dessous de

l�asymptote au voisinage de +1.
De même, au voisinage de�1, on a arctanx = ��

2
�arctanx donc f (x) =

�
1
h
+ 2� h

� �
��
2
� arctanh

�
=�

1+2h�h2
h

� �
��
2
� arctanh

�
= 1

h

�
��
2
� (� + 1)h� 4��

2
h2 + o (h2)

�
.

On obtient f (x) = ��
2
x� (� + 1)� 4��

2x
+ o

�
1
x

�
au voisinage de �1.

Le graphique de f admet donc, au voisinage de �1, une asymptote oblique d�équation
y = ��

2
x � (� + 1). Comme �4��

2x
> 0 pour x < 0, le graphique de f est au dessus de

l�asymptote au voisinage de �1.
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