Exercices Etude de fonctions

Soit la fonction f définie par :

f (z) = 2% arctan <1—il- ) :

T

1. A Tl’aide d’un developpement limité montrer que (C') a une asymptote oblique au voisinage
de +o00 et préciser la position de la courbe (C') par rapport a cette asymptote.

2. Etudier la variations de f. On pourra écrire f' (z) = x X g (z) et on étudiera les variations

de la fonction ¢g (on montrera que ¢’ (z) = —(ggg;f:;)z).
Dresser le tableau de variation de f et les limites aux bornes.

3. Préciser si f est prolongeable par continuité en —1 et préciser les pentes des éventuelles
tangentes (ou demi-tangentes).

4. Tracer le graphique de f dans un repére orthonormé.

Pour tout entier k& supérieur ou égal a 2 on considére la fonction fj, définie sur ]0; 4o00|

In® (z) .
par fi (x) = 1 siz#1let fi (1) =0.

1. Etude des fonctions f;
a. Etudier la continuité et la dérivabilité de f.
b. On considére la fonction auxiliaire ¢, définie pour x > 0 par : ¢, (z) = k(x — 1) —
zln (z).
Etudier les variations de la fonction ¢,. Montrer que I’équation ¢, () = 0 a une unique
solution dans R’ appartenant a l'intervalle |1; 4-o00[.
On notera dans la suite a; cette solution.
c. Montrer que ff (x) a le signe de In" ' 2 x ¢, (). En distinguant les cas k = 2, k pair
supérieur ou égal a 4 et k impair supérieur ou égal & 3 donner le tableau de variation de fy.

2. Etude de la suite (ay).
On rappelle que a;, est la solution de I’équation ¢, () = 0.
a. Montrer que pour tout entier k supérieur ou égal & 2 on a :
el < qp < €.
b. Pour tout entier k supérieur ou égal a 2 on considére la suite (0;) définie par a; =
ek (1+ 6y).
Montrer que pour tout k¥ > 2 on a : —ke ™ = (14 §;)In (1 + 6y).
En déduire l'inégalité : |In (1 + d;)| < ke'™* puis que (d;) converge vers 0.
c. Montrer que la suite (§;) est équivalente & —ke=*. Conclure que I'on a, au voisinage de
plus l'infini : a; = ef — k + o (k).
3. Etude d’une valeur approchée de a,
a. Montrer que sur l'intervalle I = [e; €2], ay est solution de 'équation z = 2&—(%)1) .
2(x—1)
In ()
b. En admettant que la fonction ¢’ est décroissante sur I, montrer qu’il existe un réel
ke [0;1] tel que : Vx € 1,0 < ¢ (z) < k.
c. On définit la suite (x,) par o = e et z,,41 = g (z,,) pour tout entier naturel n.
Montrer que la suite (x,) converge vers as.

On définit la fonction g sur intervalle I = [e; e?] par g (z) =



Etudier la fonction f définie par :

f(z) ="z (x+2).

On étudiera en particulier ’ensemble de continuité et de dérivabilité de f et l'existence
d’asymptotes obliques et leur position par rapport au graphique de f.

1
41 Soit f la fonction définie par f () = arcsin _ vty )
2(22+1)

1. Démontrer que f est définie dans R. Préciser son ensemble de continuité.

2. Préciser I'ensemble de dérivabilité de f et montrer que pour tout x distinct de 1 on a :

1—=x

f/($>:|1-x|(1+x2)'

Donner le tableau de variation de f et donner ’allure du graphique de f.

3. Donner une écriture simplifiée de f en utilisant la fonction arctangente.

B Soient les fonctions f et g définies sur I = |—1, +o0] par :

1.3

6(x+1)(x+2)

f(x)zln(qux)—ZQfx et g (r) =

1. Etudier les variations de f et donner le tableau de variation de f avec les limites aux
bornes.

2. Calculer et simplifier, pour x € I, ¢’ (x) et ¢' () — [ (2).
En déduire le signe de g () — f (z) pour = € I.

1
n”"'gefn

3. Soit (uy) la suite définie pour n > 1 par u,, = *—

Un+1
Un

In (tns1) — In (u,) = (n+ %) f (%) |

4. Soit (v,) la suite définie pour n > 1 par v, = w, e .

Pour n > 1 simplifier et en déduire que

Pour n > 1 simplifier 2+ et en déduire que pour n > 1 on a :

n

oot~ (o5 [1(2) - ()]

5. En déduire que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes. Soit A leur limite commune
]

6. Donner un équivalent de n! en fonction de A, puis calculer la limite de la suite —.
n

1
Soit la fonction f définie par f (x) = arcsin (1 n > et Cy son graphique dans un repére

22
ortonormé.

1. Etudier I’ensemble de définition et de continuité de f.

2. Etudier I'ensemble de dérivabilité de f et calculer f’ (on détaillera les calculs et on
donnera une expression simplifiée de f’(x)). Que peut-on dire du point de Cy d’abscisse 0 ?

3. Donner le tableau de variation de f et 'allure du graphique de f.
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Soit la fonction f définie par f (z) = (z — 1) e7-1.

Etudier la variations de f ainsi que les limites aux bornes de I’ensemble de définition.
Préciser si on peut prolonger f par continuité en x = 1.

Montrer que f (z) — ex tend vers 0 quand z tend vers fo0.

(On écrira f (x) = ex (...) — e 1 et utiliser un équivalent pour trouver la limite du premier
terme).

Que peut-on en déduire pour le graphique de f 7

Tracer le graphique de f.

Soit f la fonction définie par

x
f(x) = 1+ el/z

1. Montrer que f est prolongeable par continuité en 0.

On notera encore f la fonction ainsi prolongée.

2. Etudier la dérivabilité de f en 0. Que peut en déduire sur le graphique de f en 0 7

3. Etudier Pensemble de dérivabilité de f et montrer que f’ (z) a méme signe que ¢ () =
(1+23)et/r+1.

Etudier les variations de la fonction ¢ et en déduire celles de f.

x 1

4. Montrer que Igrfoo (f(z)—2%)=—1.

Que peut en déduire sur le graphique de f 7
5. Tracer le graphique de f.

@ Etudier la fonction f définie par :

f(z) = (a: +2— 1) arctan .

T

On étudiera en particulier 'ensemble de continuité et de dérivabilité, les prolongements
possibles par continuité et dérivabilité de f, et I'existence d’asymptotes obliques et leur position

par rapport au graphique de f (on écrira [’ (z) = I?{l g (x) sur un ensemble convenable et on
étudiera les variation de g).

Tracer le graphique de f.

Correction :

1. Posons h = X. Onah e Oet f(z) = 75 arctan <1+11/h> = 5 arctan (Hih) =@ (h).

Comme on veut obtenir un développement limité généralisé de ¢ jusqu’en o (h) on effectue
un dl de arctan (727) a lordre 3. Ona 1 = 1 —h+h*+o0(h?) donc {25 = h—h?+h3+o0 (h?),
puis arctan (u) = u — % + ... avec u = h — h? + h® + o (h?).

On a w? = h? — 2h% + o(h?),u® = h® + o(h?), donc arctan (u) = u — % + o(h?) =

h—h*+h?— %3 + o (h?), soit arctan (u) = h — h? + % + o0 (h3).
Onadonc ¢ (h)=+—1+2+o(h)etenrevenant a z : |f(z) =z —1+ 2 +o(3)|
On en déduit qu’au voisinage de 00 la courbe (C') admet une asymptote oblique d’équation

y = = — 1. Au voisinage de +oo (C) est au dessus de 'asymptote et en dessous au voisinage
de —oo0.

2. La fonction f est définie sur D = R\ {—1} et est continue et dérivable sur D comme
produit et composée de fonctions continues et dérivables.
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Pour tout # de Dona: f'(z) = 2z arctan (ﬁ)—l—x?%, soit f' (x) = 2 arctan (=) —
T

AR — A1 y_ =
ees = @ X g () avec g (v) = 2arctan (1+x) T
—1/(1+x)? 24 2742z (2z+2 2
Pour tout  de D on a: ¢ (z) = 2 [Ate) = 20+ 2(2042) _ _ 2410t
1+(5) (z2+22+2) (22+22+2)

Le trinome x2? + 4x + 6 étant toujours strictement positif, on a ¢’ (z) < 0 pour tout = € D.

Le tableau de variation de ¢ montre que g (z) < 0 sur |—oo, —1[ et g (z) > 0 sur |—1, 4o0].

1

Quand x tend vers —17 tend vers 400 donc lim f(z) =% et de méme lim f(x)=
r——1

? 14w r——1"
_z
5
X
1 0 +y
f (%) + - *
A e
5 4 3 -2
- p2 A2 +¥
f
4+
X o

3. On ne peut pas prolonger f par continuité en —1 car f n’a pas de limite en —1.

Cependant, comme f tend vers 5 quand z tend vers —1 a droite, on peut prolonger f par

continuité & droite en posant f (—1) = 7. De plus comme 121_1} N f' (x) = —1—m ce prolongement

est dérivable a droite en —1 et f;(—1) = —1 — .
De méme comme [ tend vers —% quand x tend vers —1 a gauche, on peut prolonger f

par continuité & gauche en posant f(—1) = —%. De plus comme lim f'(z) = -1+ 7 ce
r——1"

prolongement est dérivable & droite en —1 et f, (—1) = —1 + 7.

k .
fk(x):g‘Tf siz#1let fi (1) =0.
1. a. fj est définie sur RY et continue sur R* — {1} comme somme et quotient de fonctions
continues et dérivables.

Continuité en 1 : en posant t =1+ hon a h —>10 et fr(z) = In* (14h)

h

> % = hE=! qui
tend vers 0 avec h. Comme f; (1) = 0, fx est continue en 0.

Dérivabilité en 1 : on a 7, = f’“(w;:{’“(l) = lnk(hl2+h) ~ Z—z = hF2. Sik > 3, h*2 tend vers

0 avec h donc f, est dérivable en 1 et f, (1) = 0 et si k = 2, f, est aussi dérivable en 1 et
f(1) =1

b. La fonction ¢, est dérivable sur R% et ¢, (v) =k —Inz —1. Ona: ¢, (vr) > 0 ssi
Inz <k—1ssi<ef 1L

Limite en +oo : on écrit ¢, () =x (k —Inz) — k — —o0.

xr— 400

On en déduit le tableau de variation de .

Sur l'intervalle [ek_l, —1—00[ ;. est continue et strictement décroissante : c’est une bijection
de [ek_l, —1—00[ dans [ek_l — k, —1—00[. Comme 0 € [ek_l —k, —i—oo[ I'équation ¢, () = 0 a une
unique solution sur l'intervalle [ek_l, +00 [

Sur l'intervalle }0, ekil} on voit de méme que I’équation ¢, () = 0 a une unique solution
et cette solution est 1 (car ¢, (1) =0).

c. Pourz € R* — {1} ona f, () = lnkilxgc(f:ll))zfxlm] du signe de In" "'z x ¢, (). On en

déduit le tableau de variation de f; suivant les valeurs de k.
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2.a. Onapourk > 2, g, (") =€t —k>0et g, (¢") =k(e"—1) — ket = -k <0
donc on a |ef! < a; < €¥ | pour tout k > 2.

b. En posant a, = € (1 + 0;) ona ¢ (e¥ (1 + 8;)) = 0soit k [e* (14 0x) — 1] —€” (1 + 65) Ine¥ (1 + dy) -
0ou —k=e"(1+d;)In(1+ ;). On a donc|—ke™* = (1+d;)In(1+ &) | pour k > 2.

On en déduit, en prenant la valeur absolue, ke ™® = |1+ &;|.|In (1 + d;)|. D’autre part,
comme on a e* ! < a; < e, alors e¥7t < ek (1 +6;) < e soit et < (14 d;) < 1. On a déduit

que ke ® > e ! In (1 + &), soit | ke' ™% > [In (1 + &%)

Quand k tend vers +oo, on a kel ™% = 2—’,3 tend vers 0 donc d’apres 'inégalité précédente et

pour k > 2.

le théoréeme de I'étau, |In (1 + d5)| — 0, soit |0, — 0.

k— 00

c. Comme 6y — 0 on a In(1+dx) ~ 0 donc (14 0x)In(1+ ) ~ O soit, d’apres la
question précédente, —ke % ~ 6.

Il existe donc une suite (g,) tendant vers 0 telle que 6, = —ke ¥ (1 +¢&,). On a alors, pour
k>2 ap=e"(1+6;)=e"(1—ke™(1+¢,)) soit a, =e* —k — ke, ou|ay =e* —k+o (k)|

3. Etude d’une valeur approchée de a,

a. D’apres 2. a. on a ay € [e, €?] et vérifie : 2 (ag — 1) — azInay = 0, soit ay =

ay est donc solution de I’équation g (z) = x avec g (x) = %

b. La fonction ¢’ étant décroissante sur I = [e;e?] on a ¢’ (e?) < ¢’ (z) < ¢’ (e) pour tout x
de 1.

Commeg’(x):%wonag’(e):;<10etg’(62):€27+1>O.

On adonc: Vz € 1,0 < ¢ (z) < k avec k = 2 € [0; 1.

c. Pour tout entier naturel n et tout réel de I on a : |g(z) — g (az)| < k|z — as| d’apres
I'inégalité des accroissements finis (appliqué a la fonction g dérivable sur I, sur Uintervalle
[z, a9) C I).

En remplagant x par z, il vient |g (z,) — g (a2)| < k|x, — as| (on vérifie par récurrence
que x, € I pour tout entier naturel n), soit |r,41 —as| < k|x, — as|. Par récurrence (ou
par "cascades") on en déduit que pour tout entier naturel n on a : |z, — as| < k" |xg — asgl.
Comme k™ — 0 (car k € [0;1]) il en résulte, par le théoréme de I’étau que |z, — as] — 0,

soit |lim z,, = a9 |.

La fonction f est définie pour x # 0 et z (x + 2) > 0 soit x € D = |—o0, —2] U |0, +00].

f est continue sur D comme produit et composée de fonctions continues.

2(az2—1)
Inas °

2

Comme la fonction racine carrée est dérivable sur R*, f est dérivable pour x (z +2) > 0
soit x € D' = ]—00, —2[U]0, 400].

Limite en 07: posons X =1 — +o0. Ona f(z) = e¥y/% (£ +2) = %\/ZX +1 o~

z—0t oo
% qui tend vers +o0o0 quand X tend vers +oo.

Pour z € D' on f (z) = — <5

/ey oy SR VEE Y= B G
2 TAr 2\/ac(z+2) z\/a:(x+2) )

Dérivabilité en —2~ : quand z tend vers —2~ on a f’ (r) — —oo donc, d’aprés le théoréme
"limite-dérivée", f n’est pas dérivable en —2 et le graphique de f admet au point d’abscisse

—2 une demi-tangente verticale.

xT

FEtude des branches infinies : quand z tend vers +oo, f tend vers +ooc.
Posons X =1 — 0. Ona f(z) =¥ /2))((-;1 _ XVIDX

r—+o00 | X

OnavI+2X =14+X-L2X)°4+0(X?) =1+ X - 4o (XY et X = 14+ X+ X 40 (X?)
dot X1+ 2X = 142X + X% + 0 (X?).



Au voisinage de +00 on a donc f (z) = + +24+ X +0(X) soit f(z) =z+2+L+0(3).
Le graphique Cy de f admet au voisinage de +oo une asymptote oblique d’équation y = = + 2
et Uy est au dessus de I'asymptote au voisinage de +o0.

Au voisinage de —coona f(z) = -+ —2— X +0(X) =—2—-2—2+0(2). Le graphique
Cy de f admet au voisinage de —oo une asymptote oblique d’équation y = —x — 2 et C est
au dessus de 'asymptote au voisinage de —oo.

y12

10

N b~ O ©

\2(z2+1) — \/2(z2+1)

= (z+1)°<2(2®+1) < (z —1)> > 0 ce qui est vrai pour tout réel.

2
@]1.f(x)estdéﬁnie<:>—1§w—“<1<:><m—“> <1

L’ensemble de définition de f est donc égal a R.

La fonction arcsin étant continue sur [—1, 1] la fonction f est continue sur D comme quotient
et composées de fonctions continues.

2. La fonction arcsin étant dérivable sur |—1, 1] la fonction f est dérivable si x € R vérifie

-1< 2"“;;21“) < 1 ce qui équivaut & (z — 1)* > 0 (calcul précédent) soit x # 1.
€T

La fonction f est donc dérivable sur D' = R — {1}. Sur cet ensemble on a :

I () u’ r+1
T) = ———, aveC U = ————=—.
VI— 2 2(22 + 1)
Or v/ (z) = =25, soit [/ (z) = L L = Lz , soit
V2(22+1) V2(22+1) \/1_;(19;52?) ﬁ(x2+1)3/2\/2(gvm;212)
Vee D' f'(x) = 12
’ =2 (1 +2?)
Dérivabilité en 1 : de la formule précédente il résule que lim+ f'(x)=—=1/2et lim f'(z) =
T—1 T—1~

1/2. La fonction f n’est donc pas dérivable en 1 (théoréme "limite-dérivé"). Elle est cependant
dérivable & gauche et a droite en 1 et f; (1) = —1/2 et f; (1) = 1/2, donc le graphique de f
admet au point d’abcisse 1 deux demi-tangentes a droite et & gauche de pentes 1/2 et 1/2 (c’est
donc un point anguleux).

L’ensemble de dérivabilité de f est donc R\ {1}.

3. Pour z > 1 on a f'(z) = —5 = (—arctan x)’. 1l existe donc une constante réelle C

telle que :Vz > 1, f(v) = —arctanz + C. Si on fait tendre = vers +o0o on obtient : 7 = —7 +C
soit C' = 3T,
4

On a donc : “v’az > 1, f(z) =3 — arctanx‘ (formule valable aussi si x = 1).

De méme on obtient : |Vo <1, f () = § + arctan .
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pig +¥
f
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B11. f est dérivable sur I (somme et composées de fonctions dérivables) et :

1 4 x?

e T e T o

On a donc f’ (z) > 0 sur I donc f est croissante sur /. Comme f (0) =0, f (z) est positive
sur Ry et f(x) <0 sur]—1,0].
On a xlinillf (x) = —oco et mll)m f(x) = +oo (car In (1 + z) tend vers 400 et 32 vers 2).

—+00

X
-1 0 +¥

(¥ - +

+¥
f
(o]

- ¥

Z‘Z X .1'2
2. Pour z € I on a de méme : ¢’ (x) = % (aprés calculs !). On donc, pour z € [ :
, . x2(6+6z+1’2) 2 - x2<6+6z+m2)—6$2(1+$) , , - 4
g (@)=f(2) = S em@ra® —  e(ralera S0ty (z) = f'(z) = 6(112)2(21a)? |

Onadonc ¢ (z)—f' (x) > 0sur [ donc g— f est croissante sur /. De plusona g (0)—f (0) =0
doncon a|g(x)— f(x) <0Osur]—1,0] et g(x) — f(x) > 0sur R, |

3. Powrn €N ona: 2 = ("HEZE)@;”?I nn+7§e_" = (”+2)::§el =(1+ %)M% e L.

Onadonc: In <“u—:1> =Inugpi—Inu, = (n+3)In(1+3)-1=(n+3) [ln (1+31) - n+11/2],
soit Mty — Iy = (n+ 3) [In (14 2) = 250 ) = (n+3) £ ().

4. Pour n € N" on a : =25 = =2 x efﬁ:” =(1+ %)H% e’lem_ﬁ, donc In (v,41) —



In (vy,) = [In (upt1) — In (uy,)]

12(;+1) - ﬁ = (”+ %) f (%) + m - 12 , soit

1 1
"R Dmt12) L2ane 1/2)]

S
+

N = N N~ DN =

In(vyy1) —In(v,) =

S~
+

1 1
6(n+1)(2n+1) 6n(2n—|—1)}
1

—

S~ —
AN TN TN TN
S|I= 3= 3= 3|+
N N R

I
/\/;\/—\ +
+

6n(n+1)(2n + 1)}
1/n3
C6(1+1/n) (2+1/n)]

~~

soit |In (vpt1) —In(v,) = (R +2) [f (2) =g (3)] |

D’apres 1/ f — g est négative sur R, donc la suite In (v,,) est décroissante, donc (v,,) aussi.

De méme In (un41) — In (u,) = (n+ 3) f (£) et d’aprés 1/ f est positive sur R, (car f est
croissante sur [ et f(0) = 0) donc In (u,) est croissante, donc (u,,) aussi.

D’autre part on a u, < v, pour n € N* (car et > 1) donc on a l'encadrement : wuy <

n < v, <. La suite (u,) est croissante et majorée par vy et (v,,) est décroissante et minorée
par Ug donc ces deux sultes sont convergentes. Soient A et \ leurs limites respectives.Comme

= u,eTn et que e — 1 alors A = \.

Conclusion : les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

nt% —n . ! 1
6. On a donc : 2 ;,e — )\ soit 3?‘ —— 1 donc A\n! ~ n"Tze™™ ou encore
: n"t3e—n
n! ~ )\n”+ -
. . 1 N vn!
11 existe donc une suite (9,) telle que §,, — 1 et n! ~ in?tze= §,. Don : ¥ =
A n

/ 1
n %nﬁe—l‘

dn .
Or ¢/ ‘57” = "™(%) et nan = 31" tendent vers 1 (car les suites * ~In (7”) et % Inn tendent

*[5

vers 0) donc | lim

1 1
n—-+o0o €

= € —=

deﬁme sur [—1,1] la fonction f est deﬁme sur R.
Par composition f est continue sur R (arcsin étant continue sur [—1,1]).

2. arcsin étant dérivable sur |—1,1[, f est dérivable en = si —1 < # < 1, soit si x # 0,

par composition de fonctions dérivables.
2x

1o . .
Pour z # O on a: f'(x) = ﬁ = o \/ 11:2)_1 (1+x2)\/2(1+w2)2_1, soit
i) = (1+x2)\72;1:x2($2+2) - Ix|(1+;22)gi/x2+2
Dérivabilité en 0 : six > 0on a f'(z) = Wx— donc Ili,%l+f,( x) = —% = /2.
Siz<0Oona f'(z)= Wm donc xlir[r)l_f' (z) = V2.

D’aprés le théoréme "limit-dérivée", f n’est pas dérivable en 0. Cependant f est dérivables
a droites et a gauche en 0 et f}(z) = —v/2 et [y (x) = V2.

Interprétation graphique : le graphique de f présente en 0 deux demi-tangentes de pentes
—v/2 et /2, donc le graphique de f présente en = 0 un point aguleux.
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3. La fonction f est paire, donc il suffit de I’étudier sur R,. D’aprés 2/ on a f' (z) < 0 sur
R,.

+ ¥

(%) +

La fonction f est définie sur D = R\ {1} et elle y est continue et dérivable (comme
produit et composée de fonctions continues et dérivables).
Pour tout z de D on a: f'(z) = e=71 + (z — 1) (2 )/eﬁ, avec (i)/ = —;1)2 donc

E r—1 (x_
f'(x) = ex= [1-25) :i—jeﬁ,du signe de £=2. “

Limites auzx bornes de D : quand z tend vers + ou — l'infini on a —*5 — 1, donc e=-1 — e,
d'ott lim f(x) = —o0 et liril f(x) = +o0.

Quand z tend vers 1 a gauche on a : -~ — —o0, donc e=-1 — 0 (composée de limites),

z—1
donc lim f (x) = 0.
rz—1—

Quand x tend vers 1 a droite : posons X = ﬁ — +4oo, etz =1+ % On a donc

T a1t
f(x)= %e(u%)x — % x e. Comme % o, oo ona xli)r%f (r) = +o0.
Prolongement par continuité en 1 : on peut seulement prolonger g par continuité a gauche
en 1 en posant f (1) =0.

P _T T __ P B
D’autre part, pour x € D,ona: f(z)—ex = zer 1 —er—er1 = ex (ezfl - 1> —e=1, 8oit

f(x)—ex =ex (ezfl - 1) —e#1. Quand z tend vers +0o on a =1 — 0 donc e¥1 —1 ~ Lo

x

1 =z
donc ex (ewfl — 1> ~ = — e. Comme e>-1 — e quand z tend vers +oo on a donc

f (z) — ex tend vers 0 quand x tend vers £o0 |.

On en déduit que le graphique de f admet, au voisinage de 400, une asymptote oblique
d’équation y = ex.

X i Y ool
¥ 1 2 ‘y 20

F() + - + 104+




1. Onal — +o0, donc e"/* — +ooet f(z) — 0.
z—0

z—07F z—0t

D’autre part on a 1 — —oo, donc €!/* — 0 et f(z) — 0.

x—0~ rz—0— z—0—

On a donc liII(l) f () = 0. On peut donc prolonger f par continuité en posant :

_ M%SIZE%O
/(@) { Osiz=0

2. Le taux d’accroissement de f en O est : 7, = f(x);f(o) = 1+i1/;c-

Comme en 1/ ona lim7, =0et lim 7, = 1.
z—0t z—0~

La fonction f n’est donc pas dérivable en 0 mais elle est dérivable a droite et & gauche en 1
avec f;(0) =0 et f; (0) =1.

Le graphique de f admet en 0 deux demi-tangentes de pentes 0 & droite et 1 & gauche : le
point O est donc un point anguleux.

3. La fonction f est dérivable sur R* comme somme, quotient et composée de fonction dériv-

1+el/m_$(_ i/;) (14+1)el/741
(14et/=)” o (1tet/e)’
@ est dérivable sur R* comme somme, produit et composée de fonction dérivables et :

Ve e R*, ¢/ (z) = —Lel/" — L (14 1) et/" = -4 (24 1) dusignede — (24 1) = —22H,

xT

ables et : Vo € R*, f' (z) =

du signe de ¢ (z) = (1+ 1) e'/" + 1.

On en déduit le tableau de variation de ¢ : elle a un minimum sur R* qui vaut o« = 1—e~2 >
0, donc ¢ est strictement positive sur R* et donc f’ aussi.

x | .y 1 X |-y 0 1

. 1o
4. Pourx;«é()onaf(x)—gzM%—%:;—”(ﬁ—l),soﬁf(a:)—%z—%(%).

T T 1 1 T T 1 1
Onal+el :H—i;OQetel/ —1;005(carzszOO),doan(:B)—Eir:o—§><%——Z.
On a donc xl_l}Iiloo (f(z) —%)=—1, ou $£1)1j1[100 (fx)—(2-13)) =0.

Le graphique de f admet donc une asymptote oblique d’équation y = 5 —
+o0.

5. On obtient le graphique suivant

1 o .
7 au voisinage de
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T
14 et/
9] f(z)= (z+2—1)arctanz.

La fonction f est définie sur R*.

Prolongement en 0 : on a f (¥) = xarctanx + 2arctan x — 2222 Comme arctanz — 0

z—0
et arctant — 1 (car arctan ~ x)ona f(x) — —1. On peut donc prolonger f par continuité
T— z—
en 0 en posant f (0) = —1. On continuera a appeler f la fonction ainsi prolongée.

Pour voir si ce prolongement est dérivable en 0 faisons un dl de f en 0 & l'ordre 1. On a
arctanz = = + o (2?), donc #8E — 1 4 ¢ (z) d'ou f (z) = —14 2z + 0 ().

f aun dl d’ordre 1 en 0, donc f est dérivable en 0 et | f' (0) = 2.

f est dérivable sur R* comme somme et produit de fonctions dérivables et on a :

r+2-1
f,(-T) = (1+—) al"Ctanl"i‘Tme

1+ 22 . +:U2~|—23:—1
= arctan xr _—
(1 +22)

(1+x2){ . +31:(352—|—295—1)
= arctan xr
(1+2?)°

Y

241 24221
v g (x) avec g(x):arctanm—l—ﬂv(ﬂlj i 332 )
(1+2?)

1 +(3a72+4m—1)(1—|—x2)2—4:17(x3+2m2—x)(1+xj
—1+{E2 (1+ZE2)4

soit f'(x) =

2

La fonction g est dérivable sur R et ¢ (z)

A5y (—2? 4+ 2z + 1), soit :

—4z (2% — 2z — 1)

g (z) = (1+ :v2)3

¢ () a donc méme signe que —z (72 — 22 — 1) et s’annule en 0, 3 = 1 —v/2 et 1y = 1++/2.
D’apreés le théoréme de la bijection, g s’annule en un unique point « € |—o0, z1].
On obtient le tableau suivant :

11



a : 0 2 +¥
g(x) + 0 " 0
o | /T
-pi2 pi2
f (X) ¢ + p +

Pour étudier les branches infinies on fait un dl de f en 400 en posant h = % — 0. Compte

tenu de la relation arctan% = p—arctanz pourz > Oona: f(r) = (% +2— h)ngoi arctan h) =
(W) (2 —arctanh). Si on veut un dl jusqu'aux termes en o(h) on effectue un dl de

arctanz al'ordre 2 : arctanz = h+o (h?), d’ou (1 4+ 2k — h?) (2 — arctanh) = (14 2h — h?) (2 — h + o (h?
24+ (m—1)h—4E2h? +o(h?), soit, f () = 7= + (7 — 1) — &Zh + o(h) au voisinage de +o0

D f(@)=Zz+(mr—1)—HF +0(2)|

xT

Le graphique de f admet donc, au voisinage de +o00, une asymptote oblique d’équation
y = Jx + (m—1). Comme —42+—I7r < 0 pour & > 0, le graphique de f est en dessous de
I’asymptote au voisinage de +oo.

De méme, au voisinage de —o0o, on a arctan = — 7 —arctan  donc f (z) = (% +2— h) (—g — arctan h)
(122 (3 — arctanh) = £ [~5 — (7 + 1) h = 552h% + o (h2)].

On obtient | f (z) = =3z — (1 + 1) — = + 0 (1) | au voisinage de —oo.

Le graphique de f admet donc, au voisinage de —oo, une asymptote oblique d’équation
y = —5r — (7 +1). Comme —42’—; > 0 pour x < 0, le graphique de f est au dessus de

I’asymptote au voisinage de —oc.

12



