Exercices Géométrie

1. Rappeler la nature de la composée 74 , © 75 3 de deux rotations 74 , et rp 3 d’angles
a et [ et de centre A et B et de sp o sp composée de deux symétries orthogonales sp et sp
d’axes D et D'.

On rappelle que I'image d’un demi-droite d’origine A par une application affine f est une

demi-droite d’origine A’ = f (A).
= =

Dans la suite ABC' est un triangle direct (i.e. 'angle | AB, AC’) est direct), I, J et K sont
les milieux respectifs de [BC|, [AC] et [AB], N est 'image de C par la rotation de centre J et
d’angle 5 et P est I'image de A par la rotation de centre K de d’angle 7.

1. Montrer que KP = 1J.

2. Montrer qu’il existe une rotation r qui transforme K en J et P en I. Préciser son angle.

3. Quelle est 'image de la demi-droite [K1) par r 7 En déduire 'image de I par r, puis
que le triangle PIN est rectangle et isocele en I.

Dans la suite on veut redémontrer ce dernier résultat d’une autre fagon.

On consideére r; la rotation de centre P de d’angle 7 et ry la rotation rotation de centre N
et d’angle 7.

4. Quelle est la nature de r, oy 7 Quelle est I'image de B par 15 01?7

En déduire le centre de r5 o ;.

5. Trouver trois droites A, A’ et D telles que 1o = sar 0 sp et 71 = sp o sa (sp désigne la
symétrie orthogonale par rapport a la droite D).

Retrouver le résultat de la question 3/.

é
Soit £ une espace affine dont la direction E est de dimension finie.

Question pLélimE)laire : quelle est I'image par une application affine g d’un sous-espace
affine '= A+ F 7 (F sous-espace vectoriel de E').

On cherche les applications f de E dans E vérifiant la propriété (P) suivante

f est affine et transforme toute droite de

en une droite paralléle.

Soit f vérifiant cette propriété.

H
1. Montrer que f, application linéaire associée a f, est injective.
En déduire que f est bijective.

2. Montrer que pour tout vecteur z non nul de E il existe un réel A\, (dépendant de x) tel
que

T (2) = Az

_)
3. Pour x et y appartenant & E et non nuls, montrer que A\, = \,. (On distinguera deux
cas suivant que le systéme (z,y) est libre ou non).

4. En déduire qu’il existe un scalaire A\ non nul tel que
— —
Vee E, f ()= Az

Quelle est, suivant les valeurs de A, la nature de I’application f 7

En déduire les applications solution du probléme (P).



B1] Soient deux droites D et D’ de l'espace non paralléle passant respectivement par les
points A et A’ et de vecteur directeur u et .

Soit A leur perpendiculaire commune. On pose : {H} =DNA et {H'} = D' NA.
1. Soient M et M’ deux points de D et D’ respectivement. Montrer que :

. — . ——\ 2
MM™ = HH™ + (MH + HM').
En déduire que le minimum des distances M M’ est égal & HH'.
Cette distance est appelée distance de la droite D a la droite D’ et se note d (D, D’).
T = = T — A —
2. Montrer que AA". (v AN V') =HH'.(u AN V).
AN (T AT
I'w A

3. Application numérique. D est la droite passant par le point A de coordonnées (1, —1,2)
et orthogonale au plan d’équation x + y — 2z = 0 et D’ est la droite d’équations cartésiennes

{I‘Fy—'z_l = 0 . Calculer d =d (D, D’).

En déduire que HH' =

dJx+z+3 = 0
4] Dans le plan P soit ABC un triangle rectangle en A et isocele tel que AB = AC = a

ol a est un réel strictement positif. Soit m un parameétre réel.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur m pour que pour que le systéme de
points pondérés {(4, 2), (B, —1), (C, m)} admette un barycentre G,,.

2. Construire Gy puis Go. Vérifier que GoGs = 2“:;5.
3. Déterminer et construire les ensembles suivants :

I= {Me P/HQMA—MBJFQMCH _ ‘MA+MB+MCH}

Dy={Me P/<2MA—MB+2MC>.(MA+MB+MC’) — 0}

I's={MecP/2MA*> — MB? + 2MC? = a?} (On observera que I's passe par un
point connu).
B1 Dans I’espace muni d'un repére orthonormé direct on considere la droite D passant par

1 1 0
le point A| 0 et de vecteur directeur @ [ 1 | etle plan P passant par B| 1 et de vecteurs
1 1 1
-1 2
directeurs v | 1 etw | 0
0 1

1. Trouver une équation cartésienne du plan P.

2. Montrer que D C P.

r+y+z2—-1=0

3r+y+2z—1=0 "
3. Montrer que D’ est une droite orthogonale & P et calculer les coordonnées du point C'

tel que {C} =PnND.

4. Calculer les coordonnées du point H projeté orthogonal de C' sur D.

Soit D’ I’ensemble des points de 'espace de coordonnées (z, y, z) tels que {

En déduire la distance de la droite D & la droite D', égale a la distance C'H.

@ Soient D une droite et P un plan de ’espace.

On appelle distance de la droite D au plan P la plus petite distance d’une point de D a un
point de P et on la note d.



1. Quelle est la valeur de d si D C P ousi D et P sont sécants 7

On se place dans la suite dans le cas ot D et paralléle & P et non contenue dans P.

Soit A un point de D et H son projeté orthogonal sur P.

2. Montrer que la distance AH ne dépend pas du point A de la droite D et que d = AH.
Soit u un vecteur directeur de D et (W, v') une base orthogonale de la direction de P.

3. Soit B un point du plan P.
a. Montrer que (E A 7) = (JTH A 7) U

\(Em) .7(

b. En déduire que d =

I (1]
4. Application numérique : dans un repére orthonormé de I’espace D est la droite d’équations
r =142t
paramétriques y = —241 et P leplan d’équation x + y + 2z — 3 = 0. Vérifier que D est
z =3t

parallele & P et que D n’est pas incluse dans P et calculer la distance d de D a P.

Soit P le plan affine euclidien.
Questions préliminaires

Soit E un espace affine et f une application affine de E et 7 son application linéaire

associée.
— — /=

1. Montrer que I'image par f du sous-espace affine F' = A+ F est f(F) = f(A)+ f (F)

2. Montrer que f conserve le milieu, c’est a dire que si I est le milieu de [AB] alors I' = f (1)
est le milieu de [A'B’|(avec A’ = f (A) et B’ = f (B)).

Ensemble des applications affines conservant le cercle unité

Dans la suite P désigne le plan affine euclidien, I' le cercle de centre O de rayon 1 et f une
application affine de P telle que f (I') =I'. Pour M € P on note M’ = f (M) I'image du point
M vpar f.

3. Si f n’est pas bijective que peut-on dire de I'image de P par f 7

En déduire que f est bijective.

4. Soient [AB] un diameétre de I'. Que peut-on dire des points A’, B" et O' 7

Soit [C'D] un autre diametre de I'. Montrer que les droites (A’B’) et (C'D’) ne sont pas
paralléles.
En déduire que f (O) = O.

5. Montrer que :

V7 € P tel que | 7| =1ona: H? (?)H = |7 .
En déduire que :
— ||—=
vz e P | F @) =17

Que peut-on dire de 7) 7 de f?
6. En déduire ’ensemble des applications affines f telles que f (T') =T

Correction :



1. I étant le milieu de [BC| et J celui de [AB] alors la droite (/.J) ("droite des milieux" du
triangle ABC) est paralléle & (AB) et 42 = I.J. Comme P = r /2 (A)ona KA=KP =48

done [KP =1J]

2. Comme KP = IJ il existe un déplacement unique r du plan qui transforme K en J et
Pent I.

—_ = — — — — — —_— —
De plus (KP, JI) = (KP, KB> (27) car JI = LAB = KB donc (KP, JI) =1 (27).
r est donc une rotation d’angle 7.
3. L’image de la demi-droite [KI[ est la demi-droite [Jz[ telle que ([KI/[I]{L’D =7 (2m).
Or la droite (KI) étant droite des milieux du triangle ABC on a KI = JC et comme
— . —
(Jc, JN) = (27) on a <KI, JN) =z (27).

Par conséquent on a [Jx[ = [JN]| et |r ([KI[) = [JN]|.

L’image de I par r est donc le point I’ de la demi-droite [JN| tel que JI' = KI. Comme
enl/ona KI=JNdonc|l'=r(I)=N|

Par r on adonc P +— I et [ —— N donc Pl = IN et (15}), [7)V> = 7 (27) donc le triangel
PIN est rectangle et isocele en [.

4. 13 o7y est une rotation d’angle 2 x § = 7 : c’est donc une symétrie centrale.

D’autre part on a B+ A (car le triangle ABP est rectangle et isocéle en P) et de méme
A2 C donc ryory (B) = C. 107 est donc la symétrie centrale de centre I, milieu de [BC).

5. On a 1y = s(pn) 0 sa, A étant la droite passant par P telle que (A/(EV)) = 7 (m) et
Ty = Sar 0 5(pN), A étant la droite passant par N telle que ((N/P)\A’) =7 (m).

On a alors 73 071 = Sa7 0 S(pN) © S(PN) © SA = Sar 0 5a (car s(pn) © s(pn) = Id).

Comme 5 077 est la symétrie centrale de centre I alors les droites A et A’ sont sécantes en
1.

—_—

On a donc A = (PI) et A’ = (NI), et par conséquent ((PI),(PN)) = ((NP),(NI)) =
7 () donc le triangle PIN est rectangle et isocéle en I.

1. Supposons que ?(x) = O avec © # Og. Alors, si A € F l'image de la droite
D=A+ (z)est f(A)+ <7> (:U)> = {f (A)} qui n’est pas une droite et contredit I’hyposthése.
On a donc x = O et 7) est injective. Comme E est de dimension finie, 7 est bijective, donc
f aussi.

2. Powr 2 € E — {0g} I'image de la droite D passant par A et de vecteur directeur z est
H
la droite D’ passant par f(A) de vecteur directeur f (z). Comme D = D’ les vecteurs z et

— —
f (z) sont colinéaires donc |3\, € R/ f (x) = A\,.z|.

3. Supposons que le systéme (z,y) € E? soit libre. 11 ex1ste Az et A, réels tels que 7 (r) =
g €t f (y) = A\y.y. De méme il existe )\Hy € R tel que f (z+Yy) =Nty (T+y).

f étant linéaire on obtient f (x) + f () = Ay (+y) = Apox + Ay, soit Az +
Aity-Y = Ap.T + Ay.y. Le systéme (z,y) étant libre on a donc A4y = Ay = Ay,
Si (z,y) est lié on a par exemple y = az (o € R). Donc ?( )= a?( ) = a),.z et d’autre

part 7( ) = Ay.y = A\y.ax, donc a,.x = A\j.ax. Comme z et o sont non nuls (car y non nul)
onal, = Ay



4. D’apres 3/ le scalaire A\, ne dépend pas de x pour x non nul. Donc il existe A € R tel
ﬁ
que f (z) = Az pour tout x non nul. Cette relation étant vraie aussi pour z = Og on a donc

Vo € F, 7 (x) = Az |. De plus, 7 étant bijective, A est non nul.

Si A =1 alors f est une translation.
Si A # 1 alors f est une homothétie de rapport .
Réciproquement ces applications vérifient la propriété (P).

Conclusion : les applications vérifiant (P) sont les translations et les homothéties.

2 2
B11. Ona MM? = (MH L HH + H’M') — HH?+ (MH n H’M’) {oHH (MH ¥ H’M’).

— —
Le vecteur H H' est directeur de A et M H appartient a la direction de D qui est orthogonale
—_— — — —_—
aAdoncona HH'.MH = 0. De méme H' M’ appartient a la direction de D' donc HH'.H'M' =
0.

On a donc HH'. (MH 4 H/M/) —HH MH+ HH HM =0.

2

Onaalors: MM'? = HH'?> + <MH+H’M’>

Cette relation s’écrit MM"™? = HH"? + H]\ﬁ + }W ’ donc MM > HH’ et le minimum
des distances M M’ est égal & HH'.

2. Ona (W AT)AA = (T AT). (ﬁ+ﬁ+ﬂ) — (T AT)AHH(T AT) HH+
(7 A7) HA. Or (7 AT AH = 0 car @ AU est un vecteur orthogonal a D et u un
vecteur directeur de D; de méme (U A ) H'A =0 donc (0 A7) AA = (0 A7) HH.

- ||UA7||.HHH'

En prenant la valeur absolue des deux membres il vient ‘ (v Nv').AA

— ‘ TAT).AA ‘d t —’,—’,.H
car les vecteurs WAV et HH' sont colinéaires. On obtient| HH' = (T|;::\)7| S ﬁ;;}?H ) .

. N — 2
3. Un vecteur directeur de D est un vecteur normal & P : on peut prendre u de coordonnées

a1 =
(1,1 — 2). D’autre part le systéme { x;;: ‘Z_ zj— 5 8 se résout en prenant (par exemple)
r = k
r = k comme paramétre et on obtient des équations paramétriques ¢ y = —2—4k dela
z = —3-3k

droite D’ donc on prend v de coordonnées (1, —4, —3) et A’ (0, -2, —3).
—_ —
Onau AT (—11,1,-5) et AA" (=1, —1,-5) soit || w A V|| =147 et (W A V). AA" =35
s N 7 35 _ b
d'ou d = \/T—,? = 3\/5

41 1. Le systeme {(A, 2), (B, —1), (C, m)} admet un barycentre ssi 2 — 1 + m =
14+m#0,iem # —1.

2. Gy = bar{(A, 2), (B, —1)}. Pour tout point M du plan on a MGy =2MA — M B,
et pour M = B, B—>G0 —2BA (donc A est le milieu de [GoB)).

D’apres 'associativité de barycentre, G5 est le barycentre de {(Go, 1), (C,2)}. On a donc :

_ —_— — RSN _
VM € P, MGy = MGA2MC "o pour M = G, GGy = 29€.

D’autre part GoC' = CB = aV/2, donc GyGs = %ﬁ

3. Pour tout point M du planona2MA—MB+2MC = 3MGs et MA+MB+MC = 3MG,
o G est le centre de gravité du triangle ABC' (i.e. l'isobarycentre de A, B, C).




On aalors: M €'y <— H?)MGQ

(eXe}
—_ — —_—

De méme M € Ty «—= <3MG2> . (3MG) — 0 = MGy.MCG =0 < M € C, cercle de
diametre [G2G].

D’autre part, pour tout point M du plan, 2M A% — M B? + 2MC? = 2M A% — MB? + 2M(C? =

— ——\2 —  ——\2 — ——\2 .
2 <MG2 + GQA) — (MGQ + GQB) +2 (MGQ + GgC’) , soit en developpant : 2M A? — M B% 4+ 2MC? -
SMG2 + 2G2A> — GoB? + 2G2C? + 2MGs. <2G2A _GoB + 2020>. Comme 2G5A —
e — —
G2B + 2G,C = 0 (définition du barycentre) il vient : 2MA?* — MB? + 2MC?* =
BMG2 4 2G,A% — GoB? + 2G,C2.

Posons 3 = 2G,A% — G2322+ 2G5C?%. On a pour tout point M du plan : M € 'y —
3MG3 = a® — B <= MG} = “;2. Donc I'; est soit I'ensemble vide (si a> — 3 < 0) soit un
cercle de centre (5.

De fagon évidente on a A € I'3 donc I's est le cercle de centre GGy passant par A.

= HB]\TGH <= MGy9 = MG. Donc I'j =médiatrice de

1
1. Un vecteur normal de Pest W = v AW | 1
—2
x
— .
Ona: M|y €eP<= BMn=0<xzx1+(y—1)x14+(z2—1)x(-2) =0, soit
z
une équation cartésiennede P : |z +y—22+1=0 ‘
r=1+1
2. Des équations paramétriques de D sont y=t . Pour tout réel t on a (1+1t) +
z=1+1

t—2(14t)+ 1 =0 donc tout point de D appartient & P i.e. .

) o r+y+z2z—1=0 , . ) r+y+2—-1=0
3. Résolvons le systéme : { Srtyt+2:—1=0" Il est équivalent a { QW+ z—2=0 (Lo « 314
r=—1+1
En prenant y = ¢ pour parameétre on obtient ¢ y =1 qui sont des équations parmétrique
z=2-2t
(1
d’une droite D" de vecteur directeur d 1
-2
Comme d est un vecteur normal P on a donc .
r=—1+t
x _
OnaM|y € PND ssixyet z vérifient le systéme ; _y 9 _ 9 . Ce systéeme
‘ r+y—224+1=0
-1/3
se résout par substitution et on trouve x = —1/3,y = 2/3 et z = 2/3, donc C'| 2/3
2/3
—
4. Ona H € D et CH. W = 0 donc les coordonnées (x,y,2) de H vérifient le systéme
r=1+1
; g?it . On trouve t = —1/3 et x =2/3,y = —1/3,2 = 2/3 donc

@4+ -+ -2 =0



2/3
H| -1/3 .
2/3

La distance de la droite D a la droite D’ est donc CH = \/ (% + %)
V2.

@ 1. Si D C Pousi D et P sont sécants il existe un point A appartenant a D N P, donc,

par définition de d, d < AA = 0 donc .

2. Soit A’ un autre point de D et H' son projeté orthogonal sur P.

Si W est un vecteur directeur de D et 7 un vecteur normal de P soit le plan II passant par
A de vecteurs direcLurs % et . Ona D C Il donc A et A appartiennent a II. D’autre part
les vecteurs AH et A'H' sont colinéaires a 7 donc les points H et H' appartiennent aussi a IT.
Les points A, A’, H et H' sont donc coplanaires.

Dans le plan II la quadrilatere AA'H'H est un parallélogramme car (AA") // (HH') et
(AH)//(AH') donc AH = A'H'.

Conclusion : d = AH ne dépend pas du point A de la droite D.

Si A est un point quelconque de D et si M est un point de P, le triangle AM H est rectangle
en H donc AM > AH, donc la distance de D a P est égale a d = AH.

3. a. On écrit ABA T = (ﬁl+ﬁ)/\—>=ﬁ/\7+ﬁ/\7

Onadonc(@/\ﬁ) (AH/\ +HBA7) :(EAW).7+<}I—B>/\U).7
Or les vecteurs HB , U et v sont coplanaires (car H et B appartiennent au plan P) donc
. . T . — To A=) — T —) —
leur produit mixte (HB A u) est nul, d’oul (AB A u) U= (AH A u) LU
On a donc ‘(/ﬁ/\ﬂ’) 7‘ = )(AH/\ u) _>‘
Le vecteur AH A @ est colinéaire & o donc ‘(ﬁ/\?) .7) = Hf?]/\?” x |7 et
HE/\ UH = HzﬁH x ||| car AH est orthogonal & .

ABATW). T
(4B~ )

I < [

< ||| x | 7|, soit |d = AH =

On a donc ‘(A—B>/\ﬂ>> v =

4. D est la droite passant par le point A de coordonnées (1, —2,0) et de vecteur directeur
U (2,1,-3) et P est le plan de vecteur normal 7’ (1,1,1). Comme u.v = 0 la droite D est
parallele & P. D’autre part A € P donc D n’est pas incluse dans P.

Pour appliquer la formule précédente on trouve un vecteur v dans la direction de P et

2 1 4
orthogonal & @ : on peut prendre v = w A7 1 1 = | =5|; on prend par exemple
-3 1 1
B(1,1,1) € P.
— — TD A — To A =\ — N
On a ||| = V14, |7|| = VA2, AB A T (—10,2,-3) et (AB/\ u).v — 56, d'od
d— 56 _ _ _28

o \/ﬁxx/ﬁ_ V147"
[7]1. Ona f(F)={f (M) /M € F}. Unpoint M de F s’écrit M = A+ avec @ € F et f

—

étant affineona f (M) = f (A+ W) = f(A)+7(ﬂ>)d0an(F):{f(A)%—?(ﬂ))/WE F}
soit | f (F') = (?) )
[

|

2. 1 est le milieu de [AB] ssi TA + 1B = 0. En prenant I'image par ?on a, 7 étant
— — —> — — = P
linéaire : f <[A> (IB f ) . Comme f ( > =T'Aet f <IB> = I'B' on

7



_— _— —
obtient I'A" 4+ I'B" = 0, ce qui signifie que I’ est le milieu de [A'B’].
3. SiOe€ Pona f(P)=f(O)+ 7 (]_5) d’aprés 1/. Comme 7 n’est pas bijective elle
n’est pas surjective (car 7 est une application linéaire de P dans lui-méme) donc 7 <_P>> est

— —
un sous-espace vectoriel de P de dimension < 2, donc c’est une droite vectorielle ou { 0 } et

donc f (P) est soit une droite affine soit un point. Alors f (I') = I' serait contenue dans une
droite ou un point ce qui est absurde.

En conclusion f est bijective.

4. Si [AB] un diameétre de I' alors O est milieu de [AB] donc O’ est le milieur de [A’B’|
d’apres 2/.

— —

Si [C' D] un autre diameétre de I" alors les vecteurs AB et C'D forment un systéme libre donc
— [ — —_— — [ — — —
f (AB) = AB et f (C’D) = ("D’ aussi car [ est bijective, donc les droites (A’'B’) et
(C'D’) ne sont pas paralleles.

Le point O appartient alors aux médiatrice de [AB] et de [C'D] qui sont concourantes au
point O, centre du cercle I', donc ‘ O =f0O)=0 ‘

.= = , A

5. Soit " de norme 1. Posons ©° = OM. Alors M € I', donc M’ € T', soit HOM = 1.
_—  — = —— =
OrOM = O'M = f (()M), soit H 7 (x)” ~ 1.
: = — —_— —
Si 2" est un vecteur non nul alors ﬁ est de norme 1 donc || f I %H =1.
Cela équivaut a ﬁ H7 (?)H =1, ou encore H? (?)H =[]
. . . —> — - — —_—

Cette égalité étant valable aussi si 2° = 0, alors on a H f(x )H = || 7’| pour tout vecteur

H
7 de P.
_>
Conclusion : l'application [ est une isométrie vectorielle et f est une isométrie affine de
P.

6. Si f est un déplacement (ou isométrie positive), comme elle a O pour point invariant,
donc c’est une rotation de centre O. Si c’est un antidéplacement c’est une symétrie orthogonale
par rapport a une droite passant par O. Réciproquement ces isométrie conservent bien le cercle
Ir.

Donc I’ensemble des applications affines f telles que f (I') = I est I’ensemble des isométries
de P qui invarient le point O.



