a b c
Pour a, b et c réels soit Myp.= | b a+c b
c b a
On note £ = {M, ./ (a,b,c) € R¥} et I3 la matrice identité de type (3, 3).
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Iespace vectoriele Mg (3,3) des matrices
carrées de type (3,3). En donner une base trés simple et sa dimension.

2. Calculer le déterminant de M, . (mettre le résultat sous forme factorisé).
Pour quelles valeurs de a, b et ¢ la matrice M, . est-elle inversible ?
3. On note Q = M; o _3. Calculer Q.

En déduire une relation entre ), Q2 et Is. Montrer trés simplement que () est inversible et
calculer Q1.

4. Calculer pour tout entier naturel n le reste de la division euclidienne de X™ par X2 —
2X —8.

En déduire 'expression de Q™ en fonction de @), I3 et n.

On note u I'application linéaire canoniquement associée & la matrice M, ;. et on pose f; =
(-1,0,1), fo = (1,v2,1), f3 = (1,—V2,1).

5. Montrer que (f1, fo, f3) est une base de R3.

6. Calculer u (f;) en fonction de f;, pour k € {1,2,3}.

7. En déduire trés simplement la matrice M’ de u dans la base (fi, fo, f3).
Ecrire M" en fonction de M, .

8. Pour n € N, calculer M puis exprimer M™ en fonction de P et de M'™.[ex20.2015]

Corrigé :

010 0 01

1. Posons J=|1 0 1|et K=]0 1 0

010 100

Pour tout (a,b,c) € R on a M. = al3+bJ +cK, donc E est le sev de Mg (3, 3) engendré
par I,J et K.

Montrons que le systéme (I3, J, K) est libre : on a als +bJ + cK =0 ssi M,y = 0 ssi
a=0b=c=0. Le systéeme (I, J, K) est donc libre, et comme il est générateur, c’est une base
de E. Dons .

a b c—a a b 1
2. OnadetMup. = |b a+c 0 | (C3 «— C3—C1)= (c—a)|b a+c 0|, soit
c b a—c c b —1
a b 1 b
det Mype = (c—a)| b a+c 0| (Ly « L3 — L1)= (c—a) ate (en developpant
. a+c 2b
a+c 20 0

par rapport a la troisiéme colonne) soit det M. = (¢ — a) [2b* — (a + 0)2] donc|det M, = (c — a) (V/2b

La matrice M, ; . est inversible ssi det M, . # 0 ssi (c #a et V2b+a+ ¢ #0 et V2b—a—c¢ #* O).

1 0 -3 10 0 —6
3.0na@Q=1[0 —2 0 |.Uncalcul faciledonne Q> = 0 4 0 |. On remarque
-3 0 1 —6 0 10

que [Q? —2Q — 813 =0/
De cette relation on déduit que @ (Q — 2I3) = 813 soit Q) [% (Q— 21'3)} = I3. Donc @ est

-1 0 -3
inversible & droite, donc aussi & gauche, et |Q~! = é (Q —2I3) = % 0 -4 0
-3 0 -1




4. Q, et R, sont le quotient et le reste de la division euclidienne de X™ par X? — 2X — 8
ssi X" = (X?-2X —8)Q, + R, avec d°R,, < 2, donc R, s’écrit R, = a,X + 3, avec
(an, 3,,) € R2.

En prenant X = —2 puis X = 4 (les deux racines de X? — 2X — 8) dans la relation
précédente on obtient le systeme (—2)" = —2a + et 4" = 4a + 3, dou «,, = R G b e

6
_ (-t
/Bn - 3 .

En remplacant dans I’égalité de la division euclidienne X par @), on obtient, vu que Q? —
2QQ —8I3=0: ’Q” = a,Q + 5,13, pour tout n € N.

5. Comme ( f1, fa, f3) est de cardinal 3 et que dim R® = 3 ce sera une base de R? si ce systeéme
est libre. Pour (a, 3,7) € R¥onaafi+Bf2+7f3 = (0,0,0) ssi (—a +B+7 V28 —V2y, a0+ 6+ 7) =
(0,0,0) ce qui donne a = 3 =~ = 0, donc (f1, f2, f3) est une base de R3.
-1
6. En multipliant la matrice M, ;. par | 0 | on trouve u (fi) = (a — ¢) f1.
1

De méme on trouve u (fy) = (a + V2 + c) foetu(fs) = (a —bV2 — c) /3.
7. D’apres la question précédente on a immédiatement

a—c 0 0
M' = Mat (u, (fi, fo, f3))=| 0 a+b/2+¢ 0
0 0 a—bv2+c
Ona M = P‘lMa,b,CP ot P est la matrice de passage de la base canonique de R? & la base
-1 1 1
(fi,for f3) soit P=| 1 V2 —V2].
0 1 1
(a—c)" 0 0
Donc, pour tout entier naturel n on a M'™ = 0 (a + b2 + c)n 0
0 0 (a— bv/2 + c)n
8. De M' = P~'M,,.P on déduit que M = PM'P~*.
(a—c)" 0
Par une récurrence facile on en déduit : |Vn € N, M™ = PM"P~!|avec M'™ = 0 (a + V2 + ¢
0 0



