Soit n un entier naturel non nul.

On note Mj lespace vectoriel des matrices (3,3) a coefficients réels.

a b b
Pour a et b réels on note M,;, = | b a b | et G l'ensemble des matrices M,; pour
b b a

(a,b) € R2
1. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de M. En préciser une base et sa dimension.
2. L’opposé d’un élément de GG appartient-il & G 7 La somme et le produit de deux éléments
de G appartienent -ils a G 7

3. Calculer de déterminant de M, ;. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a et
b pour que la matrice M, soit inversible.

Dans la suite on veut calculer les puissances de M, ; de plusieurs fagons.

Soit B = (e1es, €3) la base canonique de R? et u I’endomorphisme canoniquement associé &
M,y (i.e. 'endomorphisme de R3 ayant pour matrice M, dans la base B).

On suppose dans la suite b non nul.

4. Montrer que f; = (1,1,1) est une base de ker (u — (a + 2b) Id) = {z € R®/u (x) = (a + 2b) x}.

5. Montrer que (fa, f3) avec fo = (1,0 — 1) et f3 = (0,1 — 1) est une base de ker (u — (a — ) Id) =
{z e R®/u(z) = (a —b) z}.

6. Montrer que (f1, fo, f3) est une base de R3. On la notera B'.

7. Calculer u (f;) pour i = 1,2,3. En déduire trés simplement la matrice D de u dans la
base B’.

8. Ecrire la matrice de passage P de la base canonique B & la base B'.
Calculer P~! (on détaillera les calculs).
9. Exprimer M, en fonction de P et de D.

Expliquer comment on pourrait calculer M, pour tout entier naturel n (on ne demande
pas d’effectuer les calculs).

Dans la suite on veut calculer M, d’une autre fagon.
10. Calculer le reste de la division euclidienne de X™ par le polynéme [X — (a + 2b)] [X — (a — b)].

En admettant que [M,;, — (a + 2b) I3] [M,p — (a — b) I3) = 0 (matrice nulle) en en rem-
plagant X par M,, dans la division euclidienne précédente exprimer M7, en fonction de n,
Ma7b et I 3.

Correction :
011
1. Les éléments de G s’écrivent als+bJ avec I3 matrice identité derang3et J = |1 0 1
1 10

Donc G est le sous-espace vectoriel engendré par (I3, .J) (ensemble des combinaisons linéaires
de I et J).

De plus on als+bJ = 0 ssi M, = 0 ce qui équivaut & @ = b = 0 donc le systéme (I3, J) est

libre. C’est donc une base de G d’ou .

2. Pour tous réels a, b, a’ et I’ on vérifie que =My, = M_, _, € G, Myp+Myy = Moyar piv €
G et Ma,b X Ma,b = Maa’+2bb’,ab’+a’b+bb’ donc Ma,b X Ma,b € d.



a b b a b—a b—a a —1 -1
3. OnadetM,, = |b a b — b a—b 0 |=(a—bb 1 0] En
b b oal BGTEE b 0 a—b b 0 1
a -1 -1
ajoutant la premiére ligne a la troisiéme on a : det M,, = (a —b)*| b 1 0| soit
a+20 0 O

det M, = (a — b)* (a + 2b) | (en developpant par rapport a la troisiéme ligne).

La matrice M, est inversible ssi det M, # 0 soit | M, inversible <= a # b et a # —2b|.
ar+by+bz = (a+2b)x
4. X (z,y,2) € ker (u— (a+2b) Id)ssiu (X) = (a +2b) Xssi{ bxr+ay+bz = (a+2b)y
br+by+az = (a+2b)z

—2v+y+z = 0

Ce systéme équivaut a r—2y+z = 0 (en transposant et en simplifiant par b # 0). En
r+y—2z =0
éliminant = dans les deux derniéres équations en utilisant la premiére ce systéme équivaut a
—2x+y+z = 0
. -2 =
—3y+3z =0 smt{ Tyt 0 ouzr =y = z. Donc ker (u — (a + 2b) Id) =
Yy—z =0
3y — 3z =0

{(t,t,t) /t € R} : c’est la droite vectorielle de base f; = (1,1,1).
5. De méme :

ar+by+bz = (a—b)zx
X (z,y,2) €ker(u—(a—b)ld) <= u(X)=(a—b) X< br+ay+bz = (a—0b)y
br+by+az = (a—0b)z

Ce systéme équivaut & z + y + z = 0 (en simplifiant par b # 0). En prenant r = ¢ et
y = t' pour inconnue auxiliaires on obtient ker (u — (a — b) Id) = {X (¢t,t/,—t —t')}. Comme
(t,t',—t—t")=1t(1,0,—1) 4+t (0,1,—1) donc (f2, f3) avec fo = (1,0 —1) et f3 = (0,1 —1) est
un systéme générateur de ker (u — (a — b) Id). Comme il est libre c’en est une base.

6. Comme (f1, fo, f3) a trois éléments il suffit de montrer que ce systéme est libre pour

1 1 0 1 0 0
prouver que c’est une base de R®. On a det (f1, fo, f3) =1 0 1 = 1 -1 1|=

I -1 =1 2777 =2 —1
‘:; _11 soit det (fi, fo, f3) = 3 # 0 donc le systéme (f1, f2, f3) est libre et c’est une base de
R3.

(On peut aussi montrer que af;+ 6 fo+7vf3 = 0= a = =y = 0 ou encore que (f1, fa2, f3)
est de rang 3).

7. Ona f; € ker (u — (a + 2b) Id) donc u (f1) = (a + 2b) f; de méme f, et f3 € ker (u — (a — b) Id)
donc u (fy) = (a—0b) fo et u(f3) = (a—10) f5.

a+2b 0 0
La matrice de w dans la base B’ est donc | D = 0 a—>b 0
0 0 a—>b

1 T + Y =
8. Ona P =P} = |1 . En résolvant le systéme r+z =y on
1 —1 —1 r—y—z = 2
111 1
-1 8 % 1
trouve P = §1 —2§ —§ =3 2 —]_ —]_
—3 3 3 -1 2 -1
9. D’apres le cours on a D = P~'M,, P soit M,, = PDP™".
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Par une récurrence facile on trouve que, pour tout entier naturel n, on a|M", = PD"P~1|

(a+20)" 0 0
avec D" = 0 (a—b)" 0
0 0 (a—b)"

10. La division euclidienne de X" par [X — (a + 2b)] [X — (a — b)] donne
X"=[X—=(a+2b)][X — (a—b)]Q+ R avec d°R < 2.

Il existe donc «,, et f3,, réels tels que R (X) = a,, X + 3,,. En remplagant X par a + 2b puis par
(a+2b)" = «,(a+2b)+ 0,
(a=b)" = a,(a=b)+p5,

a — b dans la relation précédente on obtient le systéeme : {

Apres résolution on obtient

(a+2b)" — (a —b)"
3b

(@a+2b)(a—b)"—(a+2b)" (a—0)
3b

ap = et 8, =

En remplacant X par M, ; dans ’égalité de la division euclidienne il vient

M7, = an My + Bl




