Soit B = (1, X, X?) la base canonique de R, [X] espace vectoriel des polyndomes de degré
inférieur ou égal a 2.

1. Soient a, as et ag trois réels distincts deux & deux et soient )1, Q2 et Q3 trois polyndémes
de Ry [X] tels que Q; (a;) =0sii# jet Q;(a;) =1 pour i € {1,2,3}.

Montrer que (Q1, @2, Q3) est un systéme libre de Ry [X].

Onpose P =31 (X —=3)(X —=5), b =—3(X—1)(X —5), ;=5 (X —1)(X —3).

2. Calculer P; (1), P;(3) et P;(5) pour i =1,2,3.

En déduire que B’ = (Py, P, P3) est une base de Ry [X].

3. Déterminer la matrice de passage A de la base B a la base B'.

4. Montrer que pour tout polynéome () de Rs [X] les coordonnées de ) dans la base B’ =
(P, P2, Ps) sont (Q(1),Q(3),Q(5)).

5. Déduire tres simplement de la question précédente le calcul de A™! (sans résoudre de
systéme).

Soit Py un polynéme donné de R [X] donné.

Pour P € R, [X] on note P le reste de la division euclidienne de P par F.

On note f I'application de R [X] dans R [X] qui & P associe P.

6. Montrer que f est linéaire.

Dans la suite on pose Py = (X — 1) (X —3) (X —5).

7. Montrer que f induit un endomorphisme de R3 [X] (c’est & dire que I’application P —— P
est un endomorphisme de R3 [X]). On continue a le noter f dans la suite.

8. Déterminer le noyau et I'image de f.

9. Comparer f2 et f. Donner la nature de f et donner ses éléments caractéristiques.
Correction :

1. Soient a, 3 et v trois réels tels que a@q (X) + Q2 (X) + vQ3 (X) = 0. En remplagant
X par a; il reste @ = 0 (car Q1 (a1) =1 et Q3 (a1) = Q2 (a1) = 0). De méme en remplacant X
par ay puis par az on trouve § =y = 0 donc le systéme (Q1, Q2, Q)3) est libre.

2. On trouve P; (1) =1sii=1et 0sii=2,3.

Deméme P;(3) =1sii=2et0sii=1,3et P,(5)=1sii=3et0sii=12.

D’apres la question 1/ le systéme (P;, Ps, P3) est libre; comme il posseéde 3 éléments c’est
une base de Ry [X] (car dim Ry [X] = 3).

3. Ona Py (X)=1(X2—8X +15),P(X) = —1 (X? = 6X +5) et P5(X) = 1 (X? — 4X + 3) donc
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4. SiQ(X) =a@ (X)+ Q2 (X) +vQ3 (X) on a, en remplagant X par 1, « = Q (1); de
méme on 3 = @ (3) et v = Q (5) en remplacant X par 3 puis 5.

5. A7! est la matrice de passage de la base B’ a la base B. D’aprés la question précédente
les coordonnées de 1, X, X? dans la base B’ sont respectivement (1,1,1),(1,3,9), (1,5, 25) donc
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6. Soient (P, P,) € R, [X] et (a, B) € R% On a alors : P, = PyQ; + P; avec d°P; < 2
Py = ByQs + Py avec d°Py < 2, donc aPy + Py, = Py (aQ1 + 5Q2) + aP; + P,. Comme



d° (aﬁz + ﬁﬁ;) < max (doﬁz, doﬁ;) < 2 alors OJDI + ﬁﬁ; est le reste de la division euclidienne

de aP,+ [P, par Py donc f (aPy + 6P,) = OA/D:%—M/D; =af (P)+5f (P,) et donc f est linéaire.

7. Si P € R; [X] le reste de la division de P par Py = (X — 1) (X — 3) (X — 5) est de degré
< 3 donc f(P) € Ry [X].

Comme f est linéaire elle induit bien un endomorphisme de Rj [X].

8. On a P € ker f ssi le reste de la division euclidienne de P par P, est nul ce qui équivaut
a dire que P est un multiple de Fy. Comme d°P < 3 on a donc :

ker f = {CPF,/C € R}.

C’est donc la droite vectorielle engendrée par Py et dimker f = 1.

D’apres le théoréme du rang on a : 4 = dimR3 [X] = dimker f + rgf donc rgf = 3.

D’autre part le reste dans la division euclidienne d’un polynélme par F, est de degré < 2
donc on a Imf C Ry [X]. Comme dimImf =rgf =3 = dimRy [X] on a donc |Imf = Ry [X]|.

9. Siun polynome est de degré < 2 son reste dans la division euclidienne par F, est lui-méme
donc on a f? = f. f est donc une projection.

P € Ry [X] est invariant par f ssi son reste dans la division euclidienne par P, est lui-méme
ce qui équivaut P € Ry [X].

En définitive f est la projection sur Ry [X] parallélement & ker f = {C'P,)/C € R}.




