
III Soit P un polynôme à coe¢ cients réels de degré n > 0, dont le terme de plus haut
degré est Xn. On pose e = sup

t2[�1;1]
jP (t)j.

On suppose qu�il existe n+ 1 réels xk (0 � k � n) tels que �1 = x0 < x1 < : : : < xn = 1 et

8k 2 f0; 1; : : : ; ng ; jP (xk)j = e.

On pose en�n Q (X) = (P (X))2 � e2 et R (X) = (1�X2) (P 0 (X))2.

1. Justi�er l�existence de e et montrer que e > 0.
2. Déterminer le degré et le terme de plus haut degré de Q et R.
3. Montrer que pour tout k 2 f1; 2; : : : n� 1g, xk est racine double de Q et x0 et xn sont

racines simples de Q et donner la décomposition de Q est produit de facteur de degré 1 dans
R [X] en fonction des xk.
4. Même questions avec R.
5. Il résulte des deux questions précédentes que R + n2Q = 0. En déduire que P véri�e�

1�X2
�
P 00 (X)�XP 0 (X) + n2P (X) = 0.

On dé�nit une suite de polynômes (Tn) par

T0 = 1; T1 = X et 8n 2 N; Tn+1 + Tn�1 = 2XTn.

6. Calculer le degré et le terme de plus haut degré de Tn pour n 2 N.
7. Montrer que

8n 2 N;8� 2 ]0; �[ ; Tn (cos �) = cos (n�) .
8. Montrer que Tn est l�unique polynôme de R [X] véri�ant la relation précédente.
9. A l�aide de la question 7/ montrer que Tn est scindé dans R [X] et donner sa factorisation

en produit de polynômes de degrés 1.

10. En dérivant deux fois la relation de la question 8/ montrer que�
1�X2

�
T 00n (X)�XT 0n (X) + n2Tn (X) = 0.

On veut calculer P .

11. Expliquer pourquoi il existe (�0; �1; : : : ; �n) 2 Rn tel que

P =
nX
k=0

�kTk.

Soit l�application linéaire ' de R [X] dé�nie par ' (Q) = (1�X2)Q00 (X)�XQ0 (X).
12. Quelles sont les valeurs de ' (P ) et ' (Tk) ?
Déduire des questions précédentes le calcul du polynôme P .

Correction :
1. La fonction x 7�! P (t) est continue sur l�intervalle fermé donc bornée, donc e existe (et

est � 0).
Si e = 0 n aurait P (t) = 0 pour tout t 2 [�1; 1], donc le polynôme P , ayant une in�nité de

racines, serait le polynôme nul, ce qui contredit que P est de degré n > 0.
2. Le terme de plus haut degré de P étant Xn, celui de Q est X2n; celui de P 0 est nXn�1,

donc celui de (P 0 (X))2 est n2X2n�2 et celui de R est donc �n2X2n.
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3. Soit k 2 f0; 1; : : : ; ng. Comme jP (xk)j = e , xk est racine de Q. De plus comme P
admet en xk 2 ]�1; 1[ pour k 2 f1; : : : ; n� 1g un extremum on a P 0 (xk) = 0. Les racines
xk (1 � k � n � 1) sont donc au moins double, donc il existe S 2 R [X] tel que Q =

(X � 1) (X + 1)
n�1Q
k=1

(X � xk)2 S (X). Comme d�Q = 2n alors S est de degré 0, i.e. S = � 2 R�.

En comparant les termes enX2n des deux membres on a � = 1 donc Q = (X2 � 1)
n�1Q
k=1

(X � xk)2 .

4. 1 et �1 sont racines de R et d�après la question précédente P 0 (xk) = 0 pour 1 � k � n�1
donc les xk sont racines au moins double de R. Comme précedemment il existe � 2 R� tel que
R = � (X � 1) (X + 1)

n�1Q
k=1

(X � xk)2 (car d�R = 2n). Le terme de plus haut degré de R étant

�n2X2n on en déduit que � = �n2 donc R = �n2 (X � 1) (X + 1)
n�1Q
k=1

(X � xk)2 .

5. En dérivant les deux membres de R+ n2Q = 0 on obtient �2XP 02 + 2 (1�X2)P 0P 00 +

2n2PP 0 = 0. En simpli�ant par P 0 (6= 0),�2XP 0+2 (1�X2)P 00+2n2P = 0 soit (1�X2)P 00 �XP 0 + n2P = 0 .
6. On démontre la propriété Pn"le terme de plus haut degré de Tn est 2n�1Xn".
P1 est vraie. Si Pk est vraie pour tout entier naturel 1 � k � n, on a Tn+1 = 2XTn � Tn�1

donc le terme de plus haut degré de Tn+1 est 2X:2n�1Xn = 2nXn+1 donc Pn+1 est vraie et Pn
est vraie pour tout n 2 N�.
7. On montre par récurrence la propriété Qn"8� 2 ]0; �[ ; Tn (cos �) = cos (n�)". Elle est

vraie pour n = 0 et n = 1. Si Qk est vraie pour tout entier naturel k � n, on a Tn+1 (cos �) =
2 cos �Tn (cos �)� Tn�1 (cos �) = 2 cos � cos (n�)� cos ((n� 1) �) (hypothèse de récurrence). Or
cos ((n� 1) �) = cos (n�) cos �+sin (n�) sin �, donc Tn+1 (cos �) = cos (n�) cos ��sin (n�) sin � =
cos ((n+ 1) �) et la propriété est vraie au rang n+1. Elle est donc vraie pour tout entier naturel
n 2 N.
8. Si Qn est un autre polynôme véri�ant la relation du 8/ alors Tn et Qn en tout point de

l�intervalle ]�1; 1[ donc en une in�nité de points, donc Tn = Qn.
9. D�après la relation du 8/ Tn (cos �) = 0 si cos (n�) = 0 soit n� = �

2
+ k�, ou � =

�k =
(2k+1)�
2n

pour 0 � k � n � 1. On obtient n racines distinctes deux à deux �k =

cos
�
(2k+1)�
2n

�
de Tn pour 0 � k � n � 1. Comme Tn est de degré n il existe � 2 R� tel

que Tn = �
n�1Q
k=0

�
X � cos

�
(2k+1)�
2n

��
. En comparant les termes de degré n on trouve � = 2n�1

(d�après 7/) donc 8n 2 N�; Tn = 2n
n�1Q
k=0

h
X � cos

�
(2k+1)�
2n

�i
.

10. En dérivant deux fois la relation du 8/ on trouve, pour tout � 2 ]0; �[, (1� cos2 �)T 00n (cos �)�
cos �T 0n (cos �) = �n2 cos (n�) = �n2Tn (cos �). Les polynômes (1�X2)T 00n (X) � XT 0n (X) et
�n2Tn (X) coïncident en une in�nité de points (ceux de l�intervalle ]�1; 1[) donc ils sont égaux,
d�où (1�X2)T 00n (X)�XT 0n (X) + n2Tn (X) = 0 .
11. Les polynômes Tk pour 0 � k � n sont non nuls et de degrés deux à deux distincts,

donc ils forment une famille libre. Comme ce sont n + 1 éléments de Rn [X], ev de dimension
n + 1, ils constituent une base de Rn [X]. Il existe donc (�0; �1; : : : ; �n) 2 Rn (unique) tel que
P =

Pn
k=0 �kTk.

12. D�après 5/ et 11/ on a ' (P ) = �n2P et ' (Tn) = �n2Tn.
Comme P =

nP
k=0

�kTk on a ' (P ) =
nP
k=0

�k' (Tk) (' étant linéaire), soit�n2P = �
nP
k=0

�kk
2Tk

et d�autre part �n2P = �
nP
k=0

n2�kTk. La famille (Tk)0�k�n étant une base de Rn [X] on a donc
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�kk
2 = n2�k pour 0 � k � n, soit (n2 � k2)�k = 0 soit �k = 0 pour 0 � k � n� 1.
On a donc P = �nTn. Le terme de plus haut degré de Tn est 2n�1Xn et celui de P est Xn

donc �n = 1
2n�1 soit P =

1
2n
Tn =

n�1Q
k=0

h
X � cos

�
(2k+1)�
2n

�i
.
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