Partie A : étude d’une fonction définie par une intégrale
Pour tout réel x on pose F' (z) = / e~ dt.
0

On ne cherchera pas a calculer cette intégrale.

1. Justifier que F' est définie sur R.

2. Montrer que F' est impaire.

3. Justifier que F est dérivable sur R et donner le tableau de variation de F' sur R,.

4. Montrer que pour tout réel ¢ supérieur ou égal & 1 on a e ** < e~'.

En déduire que la fonction F' est majorée au voisinage de plus I'infini.

5. Déduire des questions précédentes que F' a une limite finie L quand z tend vers +oo.

Le but de la suite du probléme est de calculer L = lim F (z).

T——+400

Partie B : étude d’une suite

On considére la suite (I,,) définie pour tout entier naturel n par

/2
I, = / sin” tdt.
0

6. Calculer Iy, I et I>.

Etudier le sens de variation de (/,,) et montrer que (1,,) est convergente.

w/2
7. Montrer que pour tout entier naturel n, I,, = / cos” tdt.
0

8. Montrer que pour tout entier naturel n on a

1
n—i—]

Iyi0 = "
+2 n -+ 2

w/2
(Indication : intégrer par parties / sin"™? tdt en écrivant sin""? ¢ = sin"™' ¢ x sint ).
0

9. Montrer que pour tout entier naturel n la suite ((n+ 1) I,41 X I,,) est constante. En

déduire que :

vneN,(nH)Ion[n:g.

10. Déduire de la question précédente et du sens de variation de (7,,) que

T m
Vn e N, | <, <] X
e 2(n+1) = "~V 2n

Donner un équivalent de la suite (I,,) et sa limite.
Partie C : calcul de L

11. Montrer que pour tout entier naturel n et tout réel u > —n on a :
u n
(1 + —) < e".
n

(on pourra étudier la fonction ¢ définie par ¢ (t) =In (1 +1¢) — ¢ pour t > —1).



12. Montrer que pour tout entier naturel n non nul et tout réel t € [0,1/n] :
2 n
1) <o < ;n
n) — - ( t2>
14—

13. Soit n un entier naturel non nul.

a. Montrer que / (1 — —) dt = \/nly, 1 (poser t = \/nsinz).
n

0

Vit m/4
b. Montrer que / 1—152)" = \/ﬁ/ cos? 2 zdx (poser t = \/ntanm).
0 + 0

(

c. Déduire des questions précédentes I’encadrement, pour n > 2 :

NG

Vnlg, 1 < / e dt < Vnlon_s
0

T——+00

+oo
En déduire la valeur de L = lim F () (notée / e~ dt).
0

Corrigé :
Partie A

1. La fonction f : ¢t — et

primitive de f qui s’annule en 0.

2. On pose u = —t dans F (z) = / edt (zx € R). On adu = —dt dou F(z) =
0

étant continue sur R elle y admet des primitives et F' est la

—/ e~ Wy = —/ e~ du, soit F (z) = —F (—z) pour tout réel z, donc F est impaire.
0 0

3. Comme vu a la question 1/, F' est dérivable sur R et, pour tout réel z, on a F' (z) =
e~ > 0.
F' est donc strictement croissante sur R.
4. Pour tout réel t supérieur ou égal & 1 on a t? > ¢, donc —t? < —t et la fonction exp étant
croissante sur R on a et < ¢,
X X
Pour z > 1 on a donc / e Pdt < / eldt=[—e)]=et—e"<el
1 1
1

T 1
En ajoutant/ e~ dt on obtient/ e dt < / e Pdt4+e !, soit: Vo > 1, F(z) < F (1) +e!|
0 0

0
La fonction F' est majorée au voisinage de plus l'infini.

5. La fonction F' étant croissante elle admet une limite L € R U {+o00} quand z tend vers
+oo d’apres le théoreme de la limite monotone pour les fonctions. Comme F' est majorée au
voisinage de plus I'infini cette limite est réelle.

Partie B

6. Ona Iy = 0”/2 dt=3%, 1, = foﬂ/Q sin (1) dt = [—cos (D)7 =1 et I = fOW/Q sin? (t) dt =

/2 1—cos(2t) 7, sin(2t) /2 _T
R

Pour tout entier naturel n et tout réel ¢t € [0;7/2] on a 0 < sin"™ (t) < sin” (t) et en
intégrant entre 0 et 7/2 il vient 0 < [,,.1 < I, donc la suite (I,,) est décroissante.

La suite (I,,) étant décroissante et minorée (par 0) elle est donc convergente.
7. En posant u =% —t on a du = —dt et I,, = f:/z sin” (2 — u) (—du) = foﬂ/Q cos™ (t) dt .

2



i+l Sy )
7r/2 o2 . w=sin"""t;u' = (n+1)sin" t. cost
8. Onintegre [, 11 = tdt par parties en posant { o — sin bo = — cost
u et v étant de classe C'* sur [0; 7/2]) ce qui donne I, 5 = [— costsin™™! t /2 sin™ t cos? tdt =
q + 0

n—+1 ™2 gin™t (1 — sin® ¢ dt soit I19 = (n+1 7r/28111 tdt — W/Z n+2tdt dOll]n 2 =
0 + ’

(n+1)I, — (n+1) L2, soit : |Vn € N, I,,,5 = Zi;[ )

9. Posons u, = (n+1)I,41 X I, pour n € N. On a upyy = (n+2) Lo X Iiq. Or
(n+2) 1,12 = (n+ 1)1, d’aprés la question précédente, donc u,11 = (n+ 1)1, x I,y soit
Up+1 = Up-

La suite (u,) = ((n + 1) I,41 X I,,) est donc constante.

Onadonc: Vn € N, (n+ 1) L1 xI, = ug = I1 xIy = §,donc|Vn € N, (n + 1) [,y1 X I, = 5 |.
10. La suite (/,,) étant décroissante et positive on a, pour tout n, 12, < Iy x I, < I}
soit, d’apres la relation précédente, I72.; < 2(7‘:&-1) <I? doul,; < m <I,.

On en déduit que : |Vn € N¥, ﬁ <L, <3|

En posant v, = /5. on en déduit que (/75 < in < 1 pour n > 1, donc, d’aprés le
PPN 924 : I, : _ T _
théoréme de 1’étau, on a ngrfooa =1, soit | I, ~ v, = /5 | On a donc ngrfoovn =0.

Partie C : calcul de L

11. La fonction ¢ est dérivable pour ¢ > —1 comme somme et composée de fonctions
dérivables et ¢/ (t) = 733 — 1 = —145.  est donc croissant sur |]—1,0] et décroissante sur
[0, +00]. Comme ¢ (0) =0 on a ¢ (t) <0 pour tout réel t > —1, soit In (1 +¢) < ¢t.

Pour n € N* et u réel tel que u > —n on a + > —1 donc In (1 + %) < & d’apres I'inégalité

précédente, donc nln (1 + %) < u. En passant a l’exponentielle (croissante sur R) on obtient

U\ uU\"™
(1 + —) < e", et cette inégalité est vraie aussi si u = —n donc <1 + —> <e“pouru > —n|
n n

12. Soit n € N* et t € [0,4/n]. On a —t* > —n donc d’apres l'inégalité précédente (avec
n
u = —t?) on a (1 — %) <e?.

A 2\ " 2 N . _ 42
On a de méme (avec u = t*) on a (1 + %) < e et en passant a 'inverse e=!" < ﬁ
T

Conclusion : ¥t € [0,+/n], (1 — %) <e < v

1+~
13. a. On pose t = /nsinz avec = € [0,2} dt = \/ncosx; bornes : t =0 — x = 0,t =

Vn t2 n n %
vn — x =%, dou / (1 - —) dt = / (1 —sin’z)" /ncoszdr = \/ﬁ/ cos® 1 xdx,
0 0 0

n

vn £2\"
soit, d’aprés 7/, / (1 — —) dt = \/nly1 |
0 n

b. On pose t = y/ntanx avec = € [0, [ d’ou dt = f ; bornes 1 t =0 — x =

v dt i Vndz ,

+2
1+ 5 x (1 + tan®x)

2, _ 1
(compte tenu que 1 + tan’z = ——).

ENE]

Vvn £2\"
c. En intégrant 'encadrement du 12/ entre 0 et /n on obtient / (1 — —) dt <
0 n

\/ﬁ 2 \/ﬁ dt . \/ﬁ 2 % 2 2
/0 e Vdt < /0 (Hﬁ)n, soit, d’apresa/ et b/ : /nly, 1 < / e Vdt < \/ﬁ/o cos®" 2 xdzx

0



™ s
I 3
On a / cos® 2 xdx < / cos® 2 xdx = Iy, et finalement
0 0

o/
Vil < / e Pdt < Vs, o |
0

; N T 1 T VT A
D’aprés 10/ on a Ig,yq ~ Vs ™ 5\/5, donc /nlspyq ~ 35~ et de méme Iy, o ~

~ =
4n—4 2

donc L:‘/TE.

x L \/E, donc v/nly, o ~ \/TE D’apreés le théoreme de I'étau on  lim e dt =

Vo

“fS

n—-4o00 0




