Dans tout le probléme on désigne par sh, ch et th les fonctions sinus hyperbolique,
cosinus hyperbolique et tangente hyperbolique.

Partie A. Etude d’une fonction
Soit f la fonction définie sur R* par f (z) = zsh(2).
1. Etudier la parité de f.

2. a. Donner un équivalent de la fonction sh en 0 et en déduire les limites de f en +oo et

2. b. Déterminer la limite de f en 0.

3. Justifier que f est dérivable sur R* et montrer que pour tout z € R*,

=)o )

Montrer que pour tout X € R*, th(X) < X.

En déduire le tableau de variation de f.

h (X
Donner le developpement limité a ’ordre 4 en 0 de la fonction X +—— M

NS o

En déduire qu’au voisinage de +o00 et —oo, f admet un développement de la forme
ai Gy az Qg 1
f(x’):ao—l-;—f—;-i-E—Fg-i-O(ﬁ),

ol ag, . ..,a sont cinq réels a préciser.
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8. Montrer que la fonction F' : x — f (—) se prolonge sur R en une fonction continue
x

notée F, et montrer que F est de classe C! sur R.

Partie B. Etude d’une équation différentielle

On considére I’équation différentielle (£) définie par
zy +y = ch(x).

12. Résoudre I’équation (£) sur RY.

13. Donner sans justifications les solutions de ’équation différentielle (E) sur I'intervalle
R*.

14. Justifier que la fonction F' (définie a la question 8/) est l'unique fonction qui soit
solution sur R de I’équation différentielle (E).

Partie C. Etude d’une suite

15. Montrer que pour tout n € N*, I’équation

_n+1
n

f(x)

admet une unique solution dans R* . On la notera u,.

16. Montrer que la suite (uy), - est croissante (on pourra utiliser les propriétés de la
bijection réciproque de f sur RY).

17. Montrer que la suite (uy), - tend vers +00 quand n tend vers +o0.

18. En utilisant la question 7/ déterminer un équivalent de wu,,.

Partie D. Etude d’une fonction définie par une intégrale




Pour tout x € R* on pose :
xT
J(x) = f(t)dt.
z/2
19. Justifier que J (x) est définie pour x € R*.
20. Montrer que J est impaire.

21. Justifier que J est dérivable sur R’ et que pour tout x € R,

T (@) = f(x) {1 - %Ch (iﬂ .

(On rappelle que Vz € R, sh(2z) = 2ch(z)sh(z)).
22. En déduire le signe de J' (z) sur R* (on donne 1/argch(2) ~ 0, 76).

23. En utilisant le sens de variation de la fonction f montrer que pour tout z € R} on a

) gy < Gl

24. En déduire la valeur de hI}_l J (z) et montrer que J () o~ g

25. En remarquant que J (z) — 5 = f;’/Q (f (t) = 1)dt pour > 0 montrer que J (z) —§ >0
pour tout x > 0. En déduire que
T x T
<25 (3)- 1) .
;<3 (3)

1
26. Déduire de la question 7/ que f (z) —1 ol voisinage de +oo0.
% 61

Ve e RY,0< J(z) —

_Zz

2) = (0. Conclusion pour le

27. Déduire des deux questions précédentes que lir+n (J ()

graphique de J 7
28. Donner l'allure du graphique de J.

Corrigé :
Partie A. Etude d’une fonction

1. La fonction sh étant impaire on voit immédiatement que f est paire.

2. a. On a shz ~ 2 en 0. Quand z tend vers 00 on a = — 0 donc f () rx =1

~Y
+o0

soit | lim f(z)=1|

r—+00
2. b. Pourz #0ona f(z) = M et en posant X = 1 —, oo, f(x)= %—%
z—0
Comme % — 400 il en résulte que f tend vers +oo en 0. Comme [ est paire on a

X—+4o0

hII(l)f (x) = 400

3. f est dérivable sur R* comme produit et composée de fonction dérivable et pour tout
v #0, 7 (1) =sh(2) — 2 x Aeh(1) = [th (1) - 1] xch(!).

4. Pour X € R, posons ¢ (X) =th(X) — X. Ona ¢ (X) = 1— th? (X) — 1 = — th? (X)
qui est strictement négatif sur R . La fonction ¢ est donc strictement décroissante sur R et
comme ¢ (0) =0 on a ¢ (X) <0 pour X € R* soit th(X) < X.

5. D’aprés 4/ on a th(X) — 2 < 0 pour 2 > 0 donc f/ () < 0 sur R (la fonction ch étant
strictement positive sur R) d’ot le tableau de variation et le graphique de f sur RY :
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6. On a, au voisinage de 0, shX = X+~ +120+0(X5)d0nc i é{ >:1+%+ 25+ o (XY
h (X
7. En posant X = 2 — Oona f(z) = S; ) = 1+X2+m+0(X4) donc, au

voisinage de +oo, on a | f (z) =1+ g5 + o + 0 () |

8. La fonction F : z — f (1) = # est continue sur R* et hH(l)f (1) =1 dapres 2/ a/
donc elle se prolonge par continuité en 0 en posant F' (0) = 1.

De plus F' (z) = =5 f' (1) = _(th“?;w ~ - (thx ) pour x # 0. Comme thz = + % C

o (2%) au voisinage de 0, on a F' (z) > —3 donc hH(l)F "(z) = 0. D’aprés le théoréme "hmlte-
dérivé", F est dérivable en 0, continue en 0 et F’(0) = 0. Comme F est de classe C' sur R*
elle est donc de classe C' sur R.

Partie B. Etude d’une équation différentielle

12. Pour x € R% l'équation (E) est equlvalente ay +4 = @) - 1r¢quation homogene

€T
y' + % =0 a pour solutions yo (z) = Ce™®) = € ou C est une constante réelle arbitraire.

On cherche une solution particuliére de (E) sous la forme y(z) = % On obtient, en
reportant dans () 942l — €l | Cla) _ @) g5 Cl(x) = 2@ 4y ¢ (2) =ch(z) et on peut

T T 2 T T

prendre C (z) =sh(x). Une solution particuliere de l’equation est donc y; (z) = # et les
solutions de I’équation s’écrivent |y (z) = C+STh(m) :
13. Sur R* les solution sont y (z) = % (avec C" € R, constante arbitraire).

14. Comme la fonction @ tend vers 1 en 0, y (z) tend vers 00 quand x tend vers 0 si

les constantes C' ou C’ sont non nulles. Donc la fonction y se prolonge par continuité en 0 ssi
C =C"=0enposant y (0) =1 (donc y = F).

De plusonaledlen0 : ( ) — 1+ 0(z) donc F est dérivable en 0 et F” (0) = 0.

Enfin il est clair que F Verlﬁe I’équation différentielle zy’ + y =ch(x) pour z = 0 (car
ch(0) =1).

Conclusion : F est 'unique fonction qui soit solution sur R de 1’équation différentielle (E).

Partie C. Etude d’une suite

15. Comme f est continue et strictement décroissante sur R elle induit une bijection de
R* sur |1,+oo[. Comme ”T“ > 1 pour n € N*, I'équation f (z) = "TH admet une unique
solution wu,, sur R7.

16. Pour tout entier naturel non nul on a u, = f~* ("T“) = f! (1 + %) Comme la suite
1+ % est décroissante et la fonction f décroissante sur RY il en résulte que la suite (u,) est
croissante.

17. Comme f tend vers 1 quand z tend vers l'infini, il en résulte que lin% fH(x) = +oc.

Comme la suite 1 + % tend vers 1 on en déduit que u, = f~! (1 + %) tend vers +o0.
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18. D’aprés 7/ ona f (z)—1 o~ oz donc, comme u,, tend vers +oo, on a f (u,)—1 e

Un

2 .
Comme f (u,) —1 =2 onadonc* ~ 2 ce qui équivaut & == — 1 ou — 1 soit
n n 4o Bu n

n—-+00 6 n—+oo
n
U ~ /B

Partie D. Etude d’une fonction définie par une intégrale

T

19. La fonction f est continue sur R*donc sur [5, x} pour x € R* donc la fonction J est

bien définie sur R*.
20. Dans J (z f/2 t) dt on pose u = —t, donc du = —dt et J (z) = fx/2f< u) (—du) =
- f_gc/z f(u)du (Car f est paire)= —J (z), donc J est impaire.

21. Soit ® une primitive de f sur R* (existe car f continue). On a alors J (z) = ® (z)—® (%)

pour z € R*. Donc J est dérivable sur R* (somme et composée de fonctions dérivables) et pour
tout © # 0, J'(z) = f(z) — 3f (%) = ash(2) — Zsh(2). Or sh(2) = 2ch(2)sh(L) d'on

J' () = sh(2) { - ;EM — f @) [1- teb ()],

22. Sur R, f(z) est strictement positif, donc J'(z) a le signe de 1 — 1ch(2). On a
J'(z) > 0 ssich(l) <2 ssi i <argch(2) (ch est strictement croissante sur R*. donc argch

aussi), soit z >

argch(2) *
23. La fonction f étant décroissante sur R on a, pour 0 <

f (t) f (£). En intégrant entre £ et x on obtient : f 1o f(z)dt < JZx) A
soit < J(x) < xf(;/2) pour z > 0.

24. Comme f(x) tend vers 1 quand z tend vers +oo, on a liI}_l %(I) = +o00. De plus
J(z) > 4L ( ) pour # > 0 donc lim J (z) = 400 (théoréme de comparaison).

T——400

D’aprés la question précédente on a : Vo > 0, (x) < JSC) < f(xT/z) et lim f(z) =

T—+00
hIJ{l f(z/2) =1 donc, d’apres le théoreme de ’étau, 1iI+n % = 1 soit | J () o~ 5

25. Pour t > 0O on a f(t) > 1 soit f(t) —1 > 0, donc f;/Z(f(t)—l)dt > 0 pour
x > 0 (positivité de l’mtegrale) On a donc J(z) — 5 > 0 pour tout # > 0 et d’apres 23/,

Ve e R:,0< J(x) — 2(f (%) -1)|
26. D’apres 7/,f( )—1— oz +0(%) donc f(z )—1+~ mz au voisinage de 4-00.

s = done 3 ((3) —1) ~ et

27. D’aprés la question précédente, f (%) -1 o

T

lim £ (f (%) —1) = 0. D’aprés 'encadrement de la question précédente, ona| lim (J (z) — %) =0,

2

T—+00 T—+00

Le graphique de I' admet, au voisinage de +o00, une asymptote D oblique d’équation y = 2
et I' est au dessus de D pour x > 0.



