Soit (uy),>, une suite de nombres réels. On lui associe la suite (p,) définie pour tout
entier naturel non nul n par :

n
Dy = Huk = U.Usg... Uy, (1)
k=1

Lorsque (p,) converge, on note p sa limite.
Partie A

1. Donner un exemple de suite (u,) telle que (p,) converge vers 0.

2. On suppose que la suite (p,) converge vers un réel non nul .
Pn+1

En considérant le quotient montrer que la suite (u,) converge vers 1.

1
3. On pose u, = 1+ —. Calculer p, pour n € N*.
n

La réciproque de la propriété de la question 2/ est-elle vraie 7
4. On suppose dans cette question que u, > 0 pour tout entier naturel n > 1.

a. Montrer que (p,) converge vers un réel p strictement positif ssi la série Zln ()

n>1
converge.

b. On suppose que g In (u,) diverge vers 400 ou —oo. Préciser dans ces deux cas la
n>1

limite p de la suite (p,).
Dans la suite on pose u, = 1+ x,.
5. On suppose dans cette question que x,, > 0 pour n € N*.
a. Montrer que si la suite (p,) est convergente vers p > 0, on a lnwu, ~ x,. En déduire
que la série Z T, est convergente.
n>1
b. Réciproquement supposons que la série Z x, soit convergente.
n>1
Que peut-on dire de son terme général x,, ?
Montrer que la suite (p,) converge vers un réel p > 0.
6. On suppose que la suite (p,) tend vers p € |0, +o00[ U {400}.

Montrer que la série g o e) iz ©St convergente et calculer sa limite.
n>1
(on pourra faire apparaitre une série "téléscopique").

Partie B

Pour répondre aux questions suivantes on pourra utiliser les questions de la partie A a
condition de s’y référer de facon trés précise.
7. Etudier la limite de la suite (p,) dans les cas suivants :
1
a. u, =1+ 2—n;
1
b. u, =1+ —.

NZD
nx
8. a. Etudier le sens de variation de la fonction ¢ : z +—— — sur I'intervalle [2, +ocl.
x
b. Montrer que pour tout entier naturel k supérieur ou égal & 2 on a :

1 1 k+1l
n(k+1) 2) </ 2Lt
(k+1) t



c. Calculer un primitive de ¢ sur RY.

Inn

n
: o Ink "
d. En déduire une majoration de g 72 puis la nature de la série g -

k=3 n>2
e. En déduire la convergence de la suite (p,) lorsque u,, = ni/n®.
9. Dans cette question on pose u, = 1+a?" ol a est un réel de l'intervalle |0, 1|. On a donc

<1 +a2’“) .

=

Pn =

k=1

a. Montrer que : Vn € N*, a?" < a".
En déduire la nature de la série Z a®".
n>1
b. Montrer que la suite (p,) est convergente.

c. Montrer que pour tout entier n supérieur ou égal & 1 on a :
(1—a2)pn:1—a
En déduire la valeur de la limite de la suite (p,,).
1
n(l+3)(1+3)...(1+1)

n

2n+1

10. Montrer que la série Z
n>1

est convergente et calculer sa

somime.

Correction : Partie A

1. Siu, = % pour n € N*, on a p, = 2% qui tend vers 0.
2. Comme (p,) — [ on a aussi (p,+1) — [ (suite extraite de (p,)), donc
(car [ # 0). D’autre part, pour n € N*, on a pg“ = Hb2.Unontl

UL-U... Up
converge vers 1, soit |limu, = 1|

3. Pour n € N* on a u,, = ”T“, donc p,, = % X % X ... X =n + 1 aprés simplifications.
On a limu, =1 et lim p, = 400 : la réciproque du 2/ est donc fausse.

4. a. Pour tout réel n € N* on a S, = Zln (ug) =1In (H uk> = Inp,.
k=1

Pn+1 1
Pn

= Upy1, donc la suite (u,11)

n+1
n

k=1
On a donc : (p,) converge vers p > 0 ssi la suite (Inp,) converge ssi (5,) converge, ce qui
équivaut a dire que la série Z In u,, est convergente.

n>1
—+o00

b. Avec les notations précédentes, si Z In (u,) = +o00 on a S,, — +o0, donc Inp,, —

n=1
+00, soit p, — 400 (p, = e*Pr).
“+oo
De méme si Zln (u,) = —o0 on a S, — —oo, donc In p, — —o0, soit p, — 0.

n=1
5. a. Comme (p,) converge vers p > 0 la série Zln (un) = Zln(l + x,) converge (4/
n>1 n>1

a/) donc In (1 + z,) — 0 donc (x,) — 0.

Donc Inu,, =In (1 + x,) ~ x,.

Les séries Z T, et Z In (14 z,) étant & termes positifs, elles sont donc de méme nature.

n>1 n>1

Comme Z In (1 + x,) converge, il en est de méme pour Z Ty

n>1 n>1



b. La série g x,, est convergente donc son terme général x,, tend vers 0, donc In (1 4 z,,) ~
n>1
Z,. Comme précédemment les séries E T, et E In (14 z,) sont de méme nature, donc la
n>1 n>1

série Z In (14 z,) est convergente, soit la suite (p,) converge vers un réel p > 0 (4/ a/).

n>1
;s Tn . 1+x,—1 _ _
6. On écrit, pour n > 2, (1”1)(1%2)'”(1””) = T ) = yn — Y, avec Yy, =
1 _ 1 _ =z .
e (e (e — po- Om adonc S, Z o)) (Fay) = Tem T Z (Yr—1 — Yn), soit
Sp = 1+l.1 + (y1 — ?J2+y2—y3+-~+yn—1 yn) = 1+z1 T — Yo = 1—yn-
Comme (y,) — %, alors S, — 1 — %.
La série Z a2 = est donc convergente et sa somme vaut 1 — ]l) (1sip=+4o00).
n>1
Partie B
7. a. La série Z est convergente (série géométrique de raison 1) donc la suite (p,) est
n>1
convergente d’aprés 5/ b/.
1 1
b. On a In ( ) ~ terme général d’une série divergente (série de Riemann
vn NG

avec a = % Les séries Zln (1 + —) et Z etant a termes positifs, elles sont donc
n>1
divergentes (vers +00). D’apres 4/ b la suite (pn) dlverge vers +0o0.
8. a. La fonction ¢ est dérivable sur [2, +oo[ (quotient de fonctions dérivables) et ¢’ (x) =
m_zx#, du signe de x — 2xlnz =z (1 — 2Inz). Comme 1 —2Inz < 0 pour = > 2, la fonction
¢ est décroissante sur [2, 4+00].

b. Pour2<k<t<k-+1lona l(nk(ﬁ)l) < o (t) < F dapres 8/ a/, donc, en intégrant

k+1 k+1
entre k et k + 1, 2¢+) < / 1“’fdt < Ik qopc | mEHD < / Intdt | pour k > 2.
k k

I (k+1) 2 (k+1)2 = $2
c. On intégre ¢ par parties en posant u = Inz et v/ = #, soit u' = %, v o= —% d’ou
_me+ %:—h‘f—i,soit /i‘—fdx:—#.
In k

d. D’aprés 8/ b/ on a o

lnk / Int g, sth— < — [Lthe]? — _1thin 14l g/ /) donczlnk < Lth2

< / Int pour k > 3, et en sommant de k = 3 & n on obtient :
1!

nk
La suite Z ——— est croissante et majorée, donc convergente. Il en résulte que la série

k=3

Inn
E —- est convergente.

n
n>2

. 2 . Inn .
e. Siu, =n"" onalnu, = 12—2? La série g — étant convergente, la suite (Pn)
n

n>1
converge versz un réel strictement positif d’apres 4/ a/.
9. a. Soit P, la propriété "a?" < a™".
On a P, : 7a® < a” qui est vraie car a € ]0, 1[.



Si P, est vraie pour un entier fixé n on a : a®" = (a2n)2 < (a”)2 (car P, est vraie), soit
a?"" < a? et 2n > n+1 donc a® < a™*! donc p,. est vraie.
D’apres le principe de récurrence, la propriété P, est vraie pour tout entier naturel n € N*.
On a La série a®” < a™ pour n > 1 et a™ est le terme général d’une série convergente (série
géometrique de raison a € ]0, 1[) donc la série Z a®" est convergente.
n>1

b. La série Z a®" étant convergent la suite (p,) est convergente d’apres 5/ b/.
n>1
c. La formule est vraie pour n = 1.

Si elle est vraie pour un entier donné n on a : (1 —a?) p,1 = (1 —a?)p, x (1 + azn“),

2
soit (1 —a2) ppyr = (1 —a?"" ) x (1 + a2"+1> =1—(a®") =1-a*", donc la formule est
vraie pour n + 1. Elle est donc vraie pour tout entier naturel n > 1.

Ona0<a®™ <a"*'(9/a/) et a' — 0 donc a®""" — 0 (théoréme de 'étau).
2n+1

Comme p,, = 5% (9/ ¢/) on a donc |limp, = = |.
1 _ 1/n : _ 1
10. On a Z D) Z D)) La suite p, = H (1 + 5) tend
n>1 n>1 k=1
vers +00 (3/), donc la série Z n(1+l)(1+1%)...(1+l) converge vers 1 d’apres 6/.

n>1



