
Exos Suites et Fonctions
1 On considère la fonction f dé�nie sur [0; 1] par f (x) = 2xex.

1. Montrer que f réalise une bijection de [0; 1] dans un ensemble à préciser. Donner des
propriétés de f�1, bijection réciproque de f , et en donner le tableau de variation.

2. Montrer qu�il existe un unique réel � de l�intervalle ]0; 1[ tel que

�e� = 1.

On dé�nit la suite (un) par u0 = � et un+1 = f�1 (un) pour tout entier naturel n.

3. Montrer que : 8n 2 N; un 2 ]0; 1[.
4. Montrer que pour tout réel x de [0; 1] on a f (x) � x � 0, et que l�égalité ne se produit

que pour x = 0.

Que peut-on en déduire sur le sens de variation de (un) ?

5. En déduire que la suite (un) est convergente puis qu�elle converge vers 0.

On pose pour tout entier naturel n : Sn =
nX
k=0

uk.

6. Montrer que pour tout entier naturel n on a :

un+1 =
1

2
une

�un+1.

En déduire par récurrence que, pour tout entier naturel n, un = e�Sn

2n
.

7. Montrer que pour tout entier naturel n on a :

un �
�
1

2

�n
.

En déduire que la suite (Sn) est majorée puis qu�elle est convergente.

Soit L sa limite. Montrer que :
� � L � 2.

8. Donner un équivalent de (un).

2 Soit k un entier naturel non nul.

1. Montrer que l�équation arctanx = x � k� a une unique solution xk sur l�intervalle�
k�; �

2
+ k�

�
.

Trouver le limite de la suite (xk) et en trouver un équivalent.

2. Montrer que lim
k!+1

(xk � k�) = �
2
.

3. a. Montrer que

arctan (k�) < xk � k� < arctan
��
2
+ k�

�
b. Montrer que :

8x > 0; �

2
� arctan (x) = arctan

�
1

x

�
:

c. En déduire que, si on pose � k = �
2
� (xk � k�), on a :

8k 2 N�; arctan
�

1

(k + 1=2)�

�
� � k � arctan

�
1

k�

�
:
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4. Donner un équivalent de � k lorsque k tend vers +1 (s�exprimant simplement en fonction
de k).

En déduire que : xk = k� + �
2
� 1

k�
+ o

�
1
k

�
.

Dans la suite on �xe une valeur de k dans N� et on cherche une valeur approchée de
�k = xk � k�.
On dé�nit la fonction f par f (x) = arctan (x+ k�). On remarquera que f (�k) = �k.

5. Montrer qu�il existe un réel �k 2 [0; 1[ tel que :

8x 2 R�+; 0 < f 0 (x) � �k.

On dé�nit la suite réelle (un) par u0 = 0 et pour tout entier naturel n, un+1 = f (un).

6. Montrer que :
8n 2 N; j�k � un+1j � �k j�k � unj .

En déduire que la suite (un) converge vers �k.

3 Pour x réel positif ou nul on pose :

f (x) =
x

1 + x2
:

1. Montrer que pour tout réel positif ou nul on a : jf (x)� xj � x3.
En déduire un encadrement de f (x) valable pour x � 0.

2. Montrer à l�aide d�un encadrement que la suite (yn) dé�nie pour n � 1 par : yn =
nP
k=1

k3

n6

converge vers 0.

3. Déduire des questions précédentes que la suite (xn) dé�nie pour n � 1 par xn =
nP
k=1

f
�
k
n2

�
est convergente et déterminer sa limite l.

4. Montrer que xn� l � 1
2n
(on pourra admettre dans cette question seulement que

nP
k=1

k3 =

n2(n+1)2

4
).

Correction :
1 1. La fonction f est dérivable sur [0; 1] (produit de fonctions dérivables) et :

8x 2 [0; 1] ; f 0 (x) = 2ex (x+ 1) .

On a donc : 8x 2 [0; 1] ; f 0 (x) > 0 donc f est strictement croissante sur [0; 1] :f étant
continue c�est donc une bijection de [0; 1] sur [f (0) ; f (1)] = [0; 2e].

La bijection réciproque f�1 de f est une bijection de [0; 2e] dans [0; 1], continue, strictement
croissante.

2. L�équation xex = 1 est équivalente à f (x) = 2. Comme 2 2 [0; 2e], cette équation a une
unique solution � dans [0; 1] (l�antécédent de 2 par f).

Comme f (0) et f (1) sont di¤érents de 2 on a � 2 ]0; 1[.
3. Récurrence sur n. Soit la propriété P (n) : "0 < un < 1".
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Elle est vraie pour n = 0 d�après 2/.

Supposons Pn vraie pour un certain entier n : 0 < un < 1. La fonction f�1 étant une
application strictement croissante de [0; 2e] dans [0; 1] on a : f�1 (x) 2 ]0; 1[ pour x 2 ]0; 2e[
donc f�1 (un) 2 ]0; 1[ soit 0 < un+1 < 1 et la propriété est vraie au rang n+ 1.
Conclusion : la propriété Pn est vraie pour tout entier naturel n.

4. On a : 8x 2 [0; 1] ; f (x) � x = x (2ex � 1). Pour x � 0 on a ex � 1 donc 2ex � 1 > 0
d�où f (x)� x � 0 pour tout x 2 [0; 1].
On a f (x) � x = 0 ssi x (2ex � 1) = 0. Comme 2ex � 1 6= 0 sur [0; 1] c�est équivalent à

x = 0.

En remplaçant x par un dans l�inégalité f (x) � x (possible car un 2 [0; 1]) on obtient
f (un) � un, et en prenant l�image par f�1 (croissante) il vient un � f�1 (un) = un+1 . La suite
(un) est décroissante.
5. Comme elle décroissante et minorée (par 0) elle est donc convergente.
Sa limite l véri�e f�1 (l) = l (car f�1 continue en l) soit f (l) = l en composant par f , donc

l = 0 d�après la question précédente.

6. Par dé�nition de un on a pour tout entier naturel n, f (un+1) = un soit 2un+1eun+1 = un,
ou un+1 =

1
2
une

�un+1 .

Soit Pn : un = e�Sn

2n
. P0 est vraie car u0 = � et �e� = 1 soit � = e��.

Supposons Pn vraie pour un certain entier n on a : un+1 = 1
2
une

�un+1, soit un+1 =
1
2
e�Sn

2n
e�un+1 (hypothèse de récurrence) ou : un+1 = e�Sn�un+1

2n+1
= e�Sn+1

2n+1
et Pn+1 est vraie.

Conclusion : la propriété Pn est vraie pour tout entier naturel n.

7. Comme pour tout entier naturel n : un+1 � 0 on a e�un+1 � 1 donc 1
2
une

�un+1 � 1
2
un,

soit un+1 � 1
2
un.

Par une récurrence évidente (ou par une "cascade") on en déduit que : 8n 2 N; un �
�
1
2

�n
.

En sommant les inégalités uk �
�
1
2

�k
pour k = 0; 1; 2; : : : ; n on obtient : Sn =

nX
k=0

uk �
nX
k=0

�
1
2k

�
, soit Sn � 1�(1=2)n+1

1�1=2 (somme des termes d�une suite géométrique de raison 1=2), donc

Sn � 2�
�
1
2

�n
.

On en déduit : 8n 2 N; Sn � 2. La suite (Sn) est donc majorée. De plus elle est croissante
(Sn+1 � Sn = un � 0) donc la suite (Sn) est convergente.
Pour tout entier naturel n on a � = S0 � Sn � 2, et en passant à la limite (n �! +1) il

vient � � L � 2 .
8. On a un = e�Sn

2n
� e�L

2n
(car e�Sn converge vers e�L).

2 1. Soit la fonction 'k dé�nie sur R par ' (x) = arctanx�x+k�. 'k est dérivable sur R
et '0k (x) =

1
1+x2

� 1 = � x2

1+x2
< 0 sur R�, donc 'k est strictement décroissante sur l�intervalle�

k�; �
2
+ k�

�
. De plus 'k (k�) = arctan (k�) > 0 et 'k

�
�
2
+ k�

�
= arctan

�
�
2
+ k�

�
� �

2
< 0

(car pour tout réel x, arctanx 2
�
��
2
; �
2

�
). D�après le théorème de la bijection, l�équation

'k (x) = 0 a une unique solution xk sur l�intervalle
�
k�; �

2
+ k�

�
.

Pour tout k 2 N� on a xk > k� et k� �! +1 donc limxk = +1 (théorème de comparai-
son).
On a l�encadrement k� < xk < �

2
+ k�, soit, en divisant par k�, 1 << 1 + 1

2k
. D�après le

théorème de l�étau on a xk
k�
�! 1 soit (xk) � k�.
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2. Pour tout k 2 N� on a arctanxk = xk � k�. Comme xk �! +1, on a arctanxk �! �
2
,

donc lim
k!+1

(xk � k�) = �
2
.

3. a. Pour tout k 2 N� on a : k� < xk <
�
2
+ k�, donc arctan (k�) < arctan (xk) <

arctan
�
�
2
+ k�

�
(la fonction arctan étant strictement croissante sur R). Comme arctanxk =

xk � k� on obtient arctan (k�) < xk � k� < arctan
�
�
2
+ k�

�
.

b. Posont ' (x) = arctanx + arctan 1
x
pour x > 0. ' est dérivable sur R�+ et '0 (x) =

1
1+x2

+
�
� 1
x2

�
: 1
1+1=x2

= 1
1+x2

� 1
1+x2

= 0. Donc il existe une constante C 2 R telle que : 8x 2 R�+,
' (x) = C. En faisant tendre x vers +1 il vient C = �

2
(car lim

x!+1
arctanx = �

2
). On a donc

8x > 0; �
2
� arctan (x) = arctan

�
1
x

�
:

c. D�après la question 3/ a/ on a : �
2
�arctan

�
�
2
+ k�

�
< �

2
�(xk � k�) < �

2
�arctan (k�),

et d�après 3/ b il vient : 8k 2 N�; arctan
�

1
(k+1=2)�

�
� � k � arctan

�
1
k�

�
.

4. En divisant les 3 membres de l�encadrement précédent par arctan (1=k�) on obtient
arctan(1=(k+1=2)�)

arctan(1=k�)
� �k

arctan(1=k�)
� 1. Quand k tend vers l�in�ni le membre de gauche est équivalent

à 1=(k+1=2)�
1=k�

(car arctanx � x en 0), soit à k
k+1=2

, donc il tend vers 1. D�après le théorème de
l�étau on a donc lim �k

arctan(1=k�)
= 1, soit � k � arctan (1=k�). Or arctan (1=k�) � 1=k�, donc

� k � 1=k� .
Il existe donc une suite ("k) convergeant vers 0 telle que � k = 1=k� (1 + "k), soit � k =

1
k�
+ o

�
1
k

�
, ou encore : �

2
� (xk � k�) = 1

k�
+ o

�
1
k

�
, soit xk = k� + �

2
� 1

k�
+ o

�
1
k

�
.

5. Pour tout réel x > 0 on a f 0 (x) = 1
1+(x+k�)2

< 1
1+k2�2

, donc 8x 2 R�+; 0 < f 0 (x) � �k,

avec �k = 1
1+k2�2

2 [0; 1[.
6. Ecrivons : �k � un+1 = f (�k)� f (un).
La fonction f est dérivable sur R donc, d�après le théorème des accroissements �nis appliqué

à f sur l�intervalle [un; �k], il existe ck 2 ]un; �k[ tel que f (�k)� f (un) = f
0
(ck) (�k � un).

Comme 0 � f 0 (ck) � �k on en déduit que jf (�k)� f (un)j � �k j�k � unj.
Comme f (�k) = �k on a en dé�nitive : 8n 2 N; j�k � un+1j � �k j�k � unj .
Classiquement (par récurrence ou par une "cascade") on en déduit :

8n 2 N; j�k � unj � �nk j�k � u0j .

Comme �k 2 [0; 1[ on a �nk �!
n�!+1

0 donc, d�après le théorème de l�étau, on a j�k � unj �!
n�!+1

0, soit lim
n!+1

un = �k .

3 1. Pour tout réel positif ou nul on a jf (x)� xj =
����x�x(1+x2)1+x2

���� = x3

1+x2
. Comme 1+x2 � 1

on a x3

1+x2
� x3.

On a donc : 8x � 0; jf (x)� xj � x3. Ce qui s�écrit aussi 8x � 0; x� x3 � f (x) � x+ x3 .

2. Pour 1 � k � n on a 1 � k3 � n3 et en sommant de k = 1 à n on obtient n �
nX
k=1

k3 � n4,

d�où 0 �

nX
k=1

k3

n6
� 1

n2
. D�après le théorème de l�étau on a lim

nX
k=1

k3

n6
! 0 .
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3. D�après 1. on a pour 1 � k � n, k
n2
�
�
k
n2

�3 � f
�
k
n2

�
� k

n2
+
�
k
n2

�3
. En sommant ces

inégalités de k = 1 à n il vient :
nX
k=1

k
n2
�

nX
k=1

�
k
n2

�3 � un � nX
k=1

k
n2
+

nX
k=1

�
k
n2

�3
. Comme

nX
k=1

k = n(n+1)
2

cet encadrement

s�écrit : n+1
2n
�

nX
k=1

k3

n6
� un � n+1

2n
+

nX
k=1

k3

n6
, soit n+1

2n
� yn � un � n+1

2n
+ yn.

D�après 2. (yn) �! 0 et et n+1
2n
�! 1

2
donc d�après le théorème de l�étau on a : limun = 1

2
.

4. D�après l�encadrement précédent on a pour tout entier naturel non nul n, 1
2n
�

nX
k=1

k3

n6
�

un � 1
2
� 1

2n
+

nX
k=1

k3

n6
et en divisant par 1

2n
il vient : 1 � 2

nX
k=1

k3

n5
� 2n

�
un � 1

2

�
� 1 + 2

nX
k=1

k3

n5
.

Or

nX
k=1

k3

n5
= n2(n+1)2

4n5
! 0 (rapport des termes de plus hauts degrés) donc, d�après le théorème

de l�étau, 2n
�
un � 1

2

�
! 1 soit : un � 1

2
s 1

2n
.
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