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- Pour tout entier naturel n on pose w, = / ———=dzr et I, = / "1+ z2dx.
0o V1422 0

Calculer u; et I;.
Montrer que la suite (u,) converge et trouver sa limite.
Quelle est le sens de variation de (u,,) ?

Ecrire une relation de récurrence tres simple entre u,,, u, 2 €t I,.

Gk Wb

Montrer que :

V2
P
Vn € Nyu, > 2+ 1)

6. En intégrant [,, par parties montrer que pour tout entier naturel n on a :

\/§ _ Uny2

n+1 n+1

n:

En déduire une relation entre u,, et u,. 2.

7. Déduire de la question précédente que, pour tout entier naturel n on a : (2n + 2) U, 12 <
V2.

8. Trouver un équivalent simple de u,, quand n tend vers I'infini.

fo ﬁdx =[V1+ zﬂé (forme w'u~"/?), soit |u; = v/2 — 1.
1

De méme I, = [ o/1+ a%dz = 1 [(1 + x2)3/2] (forme w'u'/?); soit | I; = 1 (2v2—1) |
0

2. Pourze[0,1]ona: 1+22>1=+V1+22>1=0< \/ﬁ
par " et en intégrant entre 0 et 1 on obtient : 0 < u,, < fol x™dx, soit 0 < u,, < n+r1 D’apres

Correction : 1. On a u; =

< 1. En multipliant

le théoréeme de 1’étau on a donc : | lim u,, = 0|

n—oo

n+l
< "
\/1+ 2 = Vita?’

3. Pour z € [0,1] et n € Non a 2" < 2", donc En intégrant entre 0 et 1

: Ups1 < u, donc la suite | (u,) est décroissante |.

4. Pour n € Non a : u, + Upio = fo ( \/;i> dx (linéarité de 'intégrale); soit
Up, + Upio = 01% fo x"V1 + 22dx, ou:"v’nENun%—unH:Im‘.

5. Pourz € [0,1]ona: 142> < 2= V1422 < V2 = \/T > \}5 = \/75 En multipliant
par " et en intégrant entre 0 et 1 on obtient : wu, > ‘/75 fo z"dx, soit |Vn € N, u,, > (7\1/;1) )

6. Pour n € N on integre I, = fol 2"v/1 + x2dx par parties en posant u = 1+ 22 =

T /o n _ gntl 2 1 : . _
u = m, v = 2" v = T, uetv étant de classe C" sur [0,1]. On obtient : [, =
2" t1/1422 _ 1 gn+2 _ \/§ _ Un42
[ o) } —n+1f o= “—dux, soit | I, = prors Ml ol
. _ \/i _ Un42 \/5
D’apreés la relation du 3/ on a donc : u, + 1,40 = g — i, soit u,, + (1 + n+1) Unt2 = 757,

donc, en multipliant par n + 1 : | (n 4 1) up + (0 + 2) Upio = V2|

7. D’apres 5/ ona (n+2) Uy = V2 — (n+ 1)un et d’apres 4/ : u, > m donc

—(n+1u, < — 75+ On obtient : (N + 2) Upio < V2 — 2, s0it | (04 2) Upya < % .




8. d’aprés la question précédente on a, pour n > 2 : nu, < g, soit u,, < \2/—3 D’apres
'inégalité du 4/ on a donc :

V2 _ V2

Vn>2 —Y 2 <q < X2
Y D Rl

On en déduit : Vn > 2 Yon < nu, < % Comme les suites Y22 et % convergent vers

’ 2(n+1) 2(n+1)
? on a, d’aprés le théoréme de ’étau lim nu,, = \/75 SOit |y, ~ ‘2/—3 )




