FORMULE DE STIRLING

PREMIERE PARTIE : ETUDE D UNE SUITE

Pour tout entier naturel n on pose :

w/2
I, = / sin” (t) dt.
0

1. Calculer Iy, I, Is. Montrer que la suite (I,,) est décroissante. Que peut-on en déduire
pour cette suite ?

Montrer que pour tout entier naturel n : I,, = fow/ ? cos™ (t) dt .

2. Montrer que pour tout entier naturel n : [,,» = Zié]

Indication : intégrer par parties n"*2 () dt en écrivant (sin t)"7* = (sin ¢)"*" . sin (¢)).
8 0

3. Déduire des questions precedentes que pour tout entier naturel n on a : Z—E < I’}% <1

4. Pour p € N, exprimer Iy, et 5,1 a 'aide de factorielles.

@pi)Iaps1 _ 207 (ph)*
Gl ) pie 1, montrer que 7 = pkgloop[( )

DEUXIEME PARTIE : UN ENCADREMENT

5. En observant que

Soient a et b deux réels tels que a < bet f : [a,b] — R, une fonction de classe C? concave.
On note My = sup |f7 (t)|.

tela,b]
Soit g : [a,b] — R la fonction affine telle que f (a) = g (a) et f (b) = g (b).
6. Justifier I'existence de Ms.

7. Par des considérations géométriques calculer f g (t) dt et montrer que :

/abg(t)dtg/abf(t)dt

Dans la question suivante on veut obtenir I'inégalité :

My

VtG[a,bLf(t)—g(t)ST(t—a)(b—t)-

Cette inégalité étant clairement vérifiée pour t = a out = b, il reste a I’étudier pour ¢ € |a, b|.

Pour t € ]a, b] fizé on introduit la fonction A : [a,b] — R définie par h (x) = f (z) —g (z) —
K (x —a) (x — b) pour = € [a,b], ou le réel K (dépendant de t) est choisi tel que h (t) = 0.

8. a. Calculer K puis h” (z) pour z € [a, b].

8. b. En observant que h s’annule en trois points distincts deux a deux de [a, b, et en
utilisant plusieurs fois le théoréme de Rolle, montrer qu’il existe ¢ € [a, b] tel que h” (c)

8. c. En déduire que |K| < 22 et conclure.
9. Déduire de 8/ que fa f(t)dt — f g(t)dt < Mz(b a)’.

10. En appliquant ce qui precede ala fonctlon In sur [n,n + 1] (avec n € N*) montrer que :

0< (n—}—%) Imn+1)—Inn)]—-1< 121n2



TROISIEME PARTIE : FORMULE DE STIRLING

Dans cette partie on utilise les résultats des questions 5/ et 10/ qui pourront, au besoin,
étre admis.

Pour n € N\ {0, 1} on pose :

U, = In (n Tae ) —In(n!) et v, :un—{—m.
11. Montrer que (u,) est croissante puis que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.
On note C' leur limite commune.
12. Montrer que la suite (2u,, — ug,) est convergente et calculer sa limite en fonction de C.
13. Ecrire 2u,, — ug, sous la forme In (w,) (ou (w,) est une suite réelle) et en déduire que
C = —1In(2m).

14. Conclure que : )
n! ~ V2re "n"*2 (Formule de Stirling)

Correction :
Premiére Partie
1. Ona [y = ”/th—ﬂl—fﬂp' == /2= I = [T sin? =
, o= [TPdt =11 = [[Psin(t) dt = [~ cos(t)]]/> =1 et I = [[sin®(t) dt =
/2 1—cos(2t) 7, _ [+  sin(2t) Tr/2_7r
fo 2 dt—[i_ 4 ]0 — 1

Pour tout entier naturel n et tout réel ¢t € [0;7/2] on a 0 < sin"™ (t) < sin” (t) et en
intégrant entre 0 et 7/2 il vient 0 < [,,.; < I,, donc la suite (I,,) est décroissante.

La suite (7,,) étant décroissante et minorée (par 0) elle est donc convergente.
En posant u = § —ton a du = —dt et I,, = f:/Q sin” (3 — u) (—du) = OF/2 cos™ (t) dt .

"t = (n+1)sin™t. cost
v =sint;v = —cost

(u et v étant de classe C* sur [0; 7/2]) ce qui donne I,, 15 = [— costsin" " ¢] 7T/2—1-(71 +1) Oﬂ/z sin™ t cos? tdt =

0
(n+1) [T sin" ¢ (1 — sin®t) dt soit Ly = (n+ 1) [ i tdt — [/ sin+? tdt} d'ott In =

/2
0 S

2. Onintegre I, = in""2 tdt par parties en posant { U=

(n+ 1)L, — (n+1) 1,9, s0it : |Vn €N, I, o= Z_i;[" )

3. Comme (I,,) est décroissante on a, pour tout entier naturel n, I,,.; < I, soit I’}—:l <1,

et fntt > Inv2 _ nitl (d’apres la question précédente). Finalement : |Vn € N, 2t < I’}—“ <1

I, — I, n+2 ) 42

4. D’apres 2/ on a : Iy, = %[gk,Q pour tout entier naturel £ € N*. En multipliant
membres a membres ces égalité pour £ = 1 a p on obtient : I, = %[Ou donc,
en multipliant numérateur et dénominateur par 2 x 4 x ...(2p), Iy, = %%, soit
I, — @ =
T 2(p)? 2

De méme Io,1 = %[Qk_l, En multipliant membres & membres ces égalité pour k = 1

2x4X...(2p)

a p on obtient : Iy,1; = I, soit (en multipliant numérateur et dénominateur par

2 2
2x4x...(2p)) lops1 = 227 (p!)

2p+1)!
L __2%r(ph? 2 (2p+1)1 _2%(pn)t 1
5. Ona, pourp €Y, 21};:1 N (2p+1§9!(2p)! X 7, done (2p)122:+1 N P[(21§))!}2 X



27P (ph)*
D’apres 3/, ﬁ —+ 1 donc p—+ocPl(2p)7*

Deuxiéme Partle

6. La fonction f” étant continue sur U'intervalle fermé [a, b] elle est bornée sur cet intervalle,
donc M, existe.

7. f g dt est l'aire d’'un trapéze rectangle de bases g (a), g (b) et de hauteur n+1—n =1,
donc f g(t)dt = g(a)+g( ).

D’autre part la fonctlon f étant concave, json graphlque est 51tue au dessus de ses sécantes,
donc ¢ (t) < f (t) pour tout ¢ € [a, b], doncfg dt<ff
8 a. Ona: h(t) =0« f(t)—g(t) — K(t—a)(t—b) = 0, ce qui équivaut a :

K:% (cart #aett #b).

D’autre part on, pour tout = € [a,b], h” (x) = f” (t) — 2K (car g est un polynome de degré
< 1donc ¢g” () =0).

8. b. h s’annule en a,b et t. h étant dérivable sur [a,b], d’aprés le théoreme de Rolle
appliqué a h sur [a, t] puis sur [t, b], il existe ¢; € |a,t[ et co € ]t, 0] tels que ' (¢1) = ' (c2) = 0.

La fonction A’ étant dérivable sur [a, b], d’aprés le théoréme de Rolle appliqué a A’ sur [¢;, ¢;]
(c1 # ¢2), il existe ¢ € [a, b] tel que h” (¢) = 0.

8. c. Pour x € [a,b] on a h” (x) = [ (x) — 2K (g” () = 0 car g est un polynéme de degré
au plus 2). La relation h” (¢) = 0 s’écrit alors : f” (¢) — 2K = 0, soit fT(C) =K.

ft)=g@®)

Onadonc |K| < #2. D’autre part K = % donc
(car f(t) —g(t) > 0et t € [a,bl]).

9. En encadrant les deux membres de I'inégalité précédente entre a et b il vient : f; f(t)dt—
[Pg@tydt <2 [° (@t —a)(b—t)dt.

On calcule cette derniére intégrale par parties en posant u=t—a et vV=b—t;u =1,0v=

(t—a)(t=b)

< %,Soitwte [aab]7 Oéf(t)_g@)

M
(bt smtf (t—a)(b—t)dt= [ M} +1 f smtff dt—fg t)dt < =
10. Pour f (z) = lnx,a:netb:n—l—l,onafaf dt = [tInt — ]"H (m+1)In(n+1)—

nln(n) — 1, fg wetMgz sup &5 = 5, don 0 < (n+1)In(n+1) —

z€[n,n+1]
nln(n)—l—m("*l;““(”)g L soit : MneN 0< (n+3)[In(n+1)—In(n)] — 1< 5

Troisiéme Partie
11. Pour n € N\{0,1} on a : wup4; —u, = In ((n+ 1)n+% e’”’1> —In[(n+1)!] —
In (nnﬁe*") + In(n!), soit tup41 —u, = (R+2)In(n+1) —In(n+1) — (n+%)In(n) — 1,

S0it Unt1 — Uy = (n+3)[In(n+1)—In(n)] — 1 > 0 (d’aprés 10/), donc la suite (u,) est
croissante.

D’autre part : v, — vy = (Upy1 — Up) + m — 12(7}071) < 121”2 — 12”(1%1) < 0 donc la suite

(v,) est décroissante.

Enfin u,, — v, = — 0.

~TT
Conclusion : les suites (u,) et (v,) sont adjacentes.

12. La suite (ug,) est une suite extraite de (u,) donc lim ug, = limu,, = C.
On a donc lim (2u,, — ug,) =2C — C = C.



13. Pour n € N\ {0, 1} on a 2u,, — ug, = 21In (n”*%‘”) —2In(n!) —In <(2n)2"+% e‘2n> -

In ((2n)!), soit 2u,, — ug, = In <M> =1ln ((’1[(2—")']2>, qui tend vers 3 In (3=) d’apres 5/,

(n1)2227+ 3 nl)*gdn+1

donc ’C = _% In (27)‘.

n 1 —n .
14. On a u,, — —3In (2), soit In <”++) — In (#) En passant a 'exponentielle :

1
ntgo—n . | .
n e’ L s0it —2— —— 1 ce qui donne : ’n! ~ /2me
n: V21 Vorn"tze—n

“npta|




